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Première Partie. Géométrie des Jigufef, finies, -^ChVipitre l. Analyse de diffé- 
rentes méthodes...; Application de ces méthodes à divers problèmes et théo- 
rèmes. — Chapitre 11. Principes de la transformation par rayons vecteurs réci- 
proques, et application de ces principes à la Trigonométrie sphérique. 

Deuxième Partie. Géométrie infinitésimale. — Six chapitres renfermant l'his- 
toire et la solution géométrique du problème des tangentes, ^- des enveloppes. 

— des maxima et minima ordinaires, — des masima et mînima dont la déter- 
mination analytique dépend du calcul des variations (chapitres I, II, IV et Y) ; 

— la détermination du cercle osculateur dans les courbes algébriques — et la 
méthode par décomposition en éléments correspondants (chapitres III et YI). 

V 

Les problèmes (|ui serveqt d'application aux méthodes opt été choisi^ erv 
général, parmi ceux auxquels se rattache un certain intérêt historique. ^ 
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4;ardoiM-nou8 de croire qn'iine science soit faite quand on l'a 
réduite à des formates analytiques. Rien ne nous dispense d'étu- 
dier les choses en elles-mêmes, et de nous bien rendre compte des 
idées qui font l'objet de nos spéculations. . . Que si le calcul seul 
peut quelquefois nous offrir une vérité nouTeile, il ne faut pas 
croire que , sur ce point même , l'esprit n'ait plus rien à faire : 
mais, au contraire, il faut songer que, cette véi ité étant indépen- 
dante des méthodes ou des artiflces qol ont pu nous yconduire, 
il existe certainement quelque démonstration simple qui pour- 
rait la porter à réridence ; ce qui doit être le grand objet et le 
dernier résultat de la science mathématique. 

(PoiNSOT, Théorie nouvelle de la Bolation des Corps, p. ftO.) 
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PRÉFACE. 



La théorie des lignes à double courbure, telle qu'elle 
résulte aujourd'hui des travaux déjà anciens de Monge, 
et de ceux plus récents de plusieurs géomètres contem- 
porains, comprend deux études distinctes. 

La première, qui constitue en quelque sorte Tanatomie 
de ces lignes, a pour objet la recherche des propriétés que 
présente en chacun de ses points une ligne à double cour- 
bure quelconque, et pour résultat de nombreuses for- 
mules exprimant les diverses relations de grandeur^et de 
position qui existent entre les éléments correspondants 
de la ligne considérée, du lieu des centres de courbure, 
de la ligne de striction de la surface gauche des nor- 
males et de^ l'arête de rebroussement de la surface po- 
laire. 

Dans la seconde, on considère dans toute leur étendue 
la ligne à double courbure primitive et chacune des lignes 
qui en dérivent; les développées de cette ligne; les sur- 
foces, gauches ou développables, formées par les normales 
principales, par les droites polaires ou rectifiantes, etc; 
A cette seconde étude enfin se rattache essentiellement la 
recherche des lignes à double courbure qui, considérées 
dans toute leur étendue, présentent en chacun de leurs 
points une même propriété; le résultat de cette recherche 
étant la définition géométrique de chacune de ces lignes 
d'après cette propriété. 0» voit que ce dernier problème, 
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qui a pour objet, pour ainsi dire, de reconstruire d'une 
seule pièce une ligne à double courbure d'après les carac- 
tères qu'elle présente en l'un de ses points, est l'inverse 
du premier, qui a dû let pfécéder, et qui devrait lui fournir 
les éléments de cette reconstruction. Il présente aussi de 
bien plus grandes difficultés, et n'a été abordé que beau- 
coup plus tard, et dans ces dernières années, par un 
petit nombre de géomètres, parmi lesquels nous citerons 
M'. Puiiseux, qui a fixé le premieir la nature des lignes dont 
le& deux courboi^res sont eonstaiNtes; M. A. Serf et, qui a 
résolu par une méthode analytique très^légante plusieurs 
des questions que nous aurons à étudier géoiBéirique- 
ment; et M. Bertraad, à qui l'on doit plusieurs proposi- 
tions ui;ik|K)rtantes conduisant à la ciassiScation des sur- 
faces, gauches engendrées par les normales pçineipales 
d'une ligne à double eourbure. 

La première Partie de ce livre apouf objet l'exposition 
de la théorie, ainsi définie, des lignes à double courbure. 

La marche que nous avons sttivie est entièrement géo- 
métrique, et n'exige aucun empi?unt à l'analyse, ou à la 
théorie des surfaces, si ce n'est dans quelques définitions 
ou dans un petit nombre de propositions universellement 
connues. On ne retrouvera donc dans nos calcula aucune 
des formules qui figureut habituellement dans la théorie 
analytique des lignes à double courbure ; les coordonnées 
reetilignes ordinaires se trouveront elles-mêmes élimi- 
nées, parce que nous aurons toujours rencontré, ou cru 
rencontrer, en dehors de ces coord<î>Bnées traditionnelles, 
les variables convenant le mieux aux questions que nous 
avions a étudier. 

On pourrait s'attendni, il est vrai, et d'après cette seule 
déclaration, à trouver seuleinout dans cet ouvrage une 
suite (le propositions, reliées entre elles, sans doute, par 
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Tunité du sujet, mais indépendantes les unes dos autres 
au point de vue de la démonstration. 

Car c'est là le caractère ordinaire de la Géométrie : elle 
offre rarement ces grandes voies, largement ouvertes, 
élégamment symétriques, familières à l'Analyse, et sur 
lesquelles des travailleuts de génie ont coolé un macadam 
éternel. Ses grandes routes, à elle, so^t des sentiers 
perdus à travers une forêt épaisse : on y marche dans 
l'ambre^ attentif à saisir tin premier rayon; mais un re- 
flet quelquefois y paraît un rayon; un rayon^ une lueur- 
vaine. Le sentier cependant s'éjargit peu à peu; le ^ol 
résonne mieux sous tes pas raffermis; des clartés nais-^ 
santés descendent lentemewt des cimes qui paraissaient 
tout à l'heure ne receler que la nuit , et l'œil insensible- 
ment s'accoutuiïïe à la lumière. Le monde nouveau^ qui 
est au bout de ce voyage de découvertes, aura d'ailleurs 
des dimensions diverses; le plus souvent une île, et quel- 
quefois un continent ; au gré de Dieu : puisque la loi de 
nos pensées nous échappe, et que notre esprit est en nous 
comme un instrument que sa main a réglé d'avance, que 
nous dérangeons volontairement quelquefois, mais dont 
nous ignorons également le mécanisme actuel et les ex- 
pansions futures. 

Cependant, et malgré cette variété de points de vue 
inhérente a toute exploration géométrique de quelque 
étendue, nous espérons que l'on trouvera dans celle-ci 
des conditions d'uniformité suffisantes, et presque com- 
parables à celles que pourrait offrir l'analyse. La méthode 
qui nous a permis d'atteindre à ce degré d^uniformité est 
contenue dans cette observation évidente : Les relations 
qui existent entre les éléments d'une figure tracée d'une 
manière quelconque dans V espace peuvent se séparer en 
• deux classes ; la première renfermant les relations dcscrip- 
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tives; ta seconde, les relations métriques : et la détermi- 
nation des relations de grandeur découle avec facilité de la 
détermination des relations de position. Or, c'est cette pre- 
mière partie du problème^ consistant dans la recherche 
des relations de position le plus immédiatement utiles , 
que nous croyons avoir résolu d'une manière uniforme, 
par rintroduction de certaines lignes sphériques auxi- 
liaires, que nous nommons indicatrices ^ et qui inter- 
viennent à peu près sans interruption dans toute la pre- 

- mière partie de cet ouvrage. 

Dans la seconde et dernière Partie, les lignes à double 
courbure sont considérées comme représentant , sur une 
surface déterminée, la trajectoire d'un point matériel en 
mouvement, ou la figure d'un fil en équilibre. On recon- 
naîtra aisément que le fond et la forme en sont également 
nouveaux; et l'on pourra trouver au commencement des 

' chapjtres X et XI l'indication des résultats obtenus» que 
nous Qrpettons ici. 
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r.sin/ = constante (Glairaut), p. 93. 
De la courbe dont les normales principales rencontrent une droite fixe 

sous un angle constant, p. 97. 
Des relations existant entre une ligne, dont la première courbure est con- 
stante, et le lieu des centres de courbure de cette ligne : théorème de 

M. "Bouquet, p. 98. 
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(Bertrand), p. 100. 
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(Meunier), p. 116. 

CHAPITRE VIL 

des lignes tracées sur une surface de révolution. sections 
planes; lignes et cercles géodésiques; loxodromies et 

LIGNES d'ombre. 

Sections planes : théorème de M. Yvon Villarceau; autre théorème ana- 
logue, p. 117. 

Lignes géodésiques : application de la méthode de Maclaurin à la recherche 
de leur équation, p. 1 19. 

Théorème sur le triangle géodésique, p. 121. 
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Formules fondamentales, p. i45 et 147. 
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aussi la Note I, p. aSi. 
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un héliçoïde gauche à plan directeur, p. iSg. 

Détermination des lignes de courbure des surfaces gauches du second 
degré, déduite de la représentation sphérique de ces surfaces et des 
propriétés des coniques sphériques, p. i6a. 

Equation générale des lignes asymptotiques, p. i6$. 
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rallèles , p. 170. 
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lignes, p. 175. Foir aussi la Note II, p. 255. 
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THF.ORIE MÉCANIQUE DES LIGNES A DOUBLE COURBURE. 



CHAPITRE X. 

•DES LIGNES A DOUBLE COURBURE CONSIDÉRÉES COMME TRAJECTOIRES 
d'un POINT MATÉRIEL EN MOUVEMENT SUR UNE SURFACE. 

Historique, p. i8i. 

§ 1. Du mouvement (Cun point suf' une surface quelconque : théorème 
fondamental, p^ 184. 
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. Formules générales fournissant : la vitesse dii mobile r = Ce*' '*"^. ; 
le rayon de courbure géodésique de la trajectoire r^ = ^r—. r-^ \ 

et la pression exercée par le mobile sur la surface N = ^ -— GCO87, 

p. 186. 

§ y. Du mouvement d'un point sur un cylindre, p. i88w 

Réduction générale au mouvement dans le plan ; application à la pa- 
rabole cylindrique, p. 189. 

§ UT. Du mouvement d'un point sur un cône : Réduction au mouvement 

dans le plan, p. 191. 

Skolie, La trajectoire d'un point qui se meut sur une surface dévelop- 

pable, et la vitesse du mobile en chaque point de la trajectoire, se 

conservent dans le développement de la surface sur un plan, pourvu 

que , p. 194. 

§ IV» Du mouvement sur la sphère : Hypothèses et notation, p. 195. 

Cas général des forces extérieures concourantes; pression, rayon de 
courbure géodésique de la trajectoire, et vitesse : La vitesse, en 
chaque point, est inversement proportionnelle au sinus de, la dis- 
tance sphérique du centre de^ forces concourantes, à l'arc de grand 
cercle tangent à la trajectoire au point considéré, p. 196. 

Formules analogues à celles d'Ampère, p. 198. 

Cas des forces extérieures parallèles : formules générales, p. 200. 

Applications : au pendule sphérique; établissement dé toutes les 
formules ordinaires, p. 200, 

Cas où la trajectoire est un cercle : circonstances initiales, p. 202. 

Loi des forces parallèles capables de faire parcourir au mobile un 
petit cercle quelconque, p. 2o3: une ellipse sphérique dont l'un 
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des foyers est au point le plus bas de la sphère, p. 204 ; une 
loxodromie . . . ., P« ^oi'y une ellipse sphérique dont le centre est 
au point le plus bas, p. ao5. 

Corollaire du problème précédent : Mouvement oscillatoire d'un point 
sur un arc déterminé d'ellipse plane , sous Tinfluence d'une force 
attractive émanant du centre de l'ellipse, et d'une force impulsive 
dirigée perpendiculairement à l'un des axes, p. 208. 

Analogies, p. 208. 

§ V. Du mouvement sur une surface de révolution. 

Formules générales et applications, p. 209 et 210. 

§ Vï. Du mouvement sur une classe particulière fie surfaces gatiches, 
p. 212. 

§ VIL De la brachistochrone sur une surface de révolution^ et en parti- 
culier sur la sphère, p. 21 5. 

Application de la méthode de Maclaurin à la recherche de la bra- 
chistochrone, p. 21 5. 

La vitesse en chaque point de la brachistochrone sphérique est di- 
rectement proportionnelle au sinus de la distance sphérique du 
point le plus bas de la sphère à l'arc de grand cercle tangent à la 
courbe, p. 218. 

Représentation géométrique du temps dans une brachistochrone 
plane ou sphérique, p. 219. 

Division géométrique de la brachistochrone ptane en ares partiels 
isochrones, p. 220. 

CHAPITRE XL 

DES LIGMBS A DOUBLE COURBURE CONSIDÉRÉES COMME FIGURES 
d'équilibre d'un fil qui REPOSE SUR UNE SURFACE. 

Historique, p. 222. 

§ L Principes généraux relatifs aux courbes funiculaires reposant sur une 
surface quelconque : deux théorèmes fondamentaux, p. 223 et 226. 

- T-^ 

Formules générales fournissant : la tension du fil T = C.c^ J tang V. 

T 

le ravon de courbure géodésique du fil, /•. = r^r-. :—=••, et la 

° ^ ' Gsm7.sinV 

T 

pression exercée par le fil sur la surface, N=^ — Gcosy, 

p. 227. 

§ IL Des courbes funicidaires planes : Formules générales, et applications, 
p. 228. 

§ lïL Des courbes funiculaires cylindriques : Réduction générale aux. 

b 
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courbes funiculaires planes; application à la chainelte cylindrique; le 
plan osculateur de celte courbe coupe la surface sous un angle constant, 
dans le cas où le cylindre est de révolution, p. a36 et 238. 

§ IV, Des courbes funiculaires reposant sur un cône : Réduction générale 
aux coui'bes funiculaires planes; application au problème, déjà traité 
par Bobîllier, de la chaînette sur un cône de révolution, p. 289 et 241. 

§ V. Des courbes funiculaires splwriques : Formules générales; tension et 
rayon de courbure géodésique du fil, pression exercée sur la surface ; 
autres formules, p. 243 et 244. 

Application à la chaînette sphérique, déjà étudiée par BobilHer, et 
remarques sur sa solution, p. 245. 

§ VI. Dès analogies que présentent le mouvement cPun point matériel et 
Véquilibre â^un Jtl, suivant une même courbe tracée sur une surface 
quelconque, p. 247. 

Les forces extérieures qui, en chaque point de la courbe donnée, 
agissent sur le fil et sur le mobile, étant directement opposées : 
I** la vitesse du mobile et la tension du fil, aux mêmes points de la 
courbe donnée, demeurent dans un rapport constant ; 2** la force 
extérieure qui produit le mouvement, est égale à la force corres- 
pondante qui maintient l'équilibre, multipliée par la tension du fil ; 
ou, inversement, la force maintenant l'équilibre est égale à la force 
produisant le mouvement divisée par la vitesse correspondante du 
mobile, p. 248. 



NOTES. 



Note. I. Toute surface gauche dont les lignes de l'une des courbures 
sont phmes, et situées dans des plans parallèles, est un hyperboloïdc 
de révolution, p. 25i. 

Note II. De queUjues théorèmes connus sur les surfaces alignes de cour- 
bure planes ou sphériques, p. 255. 

Lemmes, i). Les lignes de courbure de deux surfaces à rayons vec- 
teurs réciproques sont des lignes correspondantes (W. Thompson), 
p. 256. 

2). Le plan d'une ligne de courbure plane coupe la surface sous un 
angle constant; et, réciproquement (Joachimstal), p. 258. 

3). Une surface développable dont une ligne de courbure est plane, 
est un héliçoïde, p. 258. 
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4). Une surface développable dont une ligne de courbure est un 

cercle, se réduit à un cône de révolution, p. aSg. 
Tfieorèmes, De la surface dont les lignes de première courbure sont 

planes et situées dans des plans parallèles, p. aSg. 
De la surface dont les lignes de pfiemièfe courbure sont sphériques et 

distribuées sur des sphères concentriques, p. 260. 
De la surface dont les lignes de première courbure sont planes et 

situées dans des plans qui passent par une même droite, p. 263. 
De la surface dont toutes les lignes de courbure sont planes et dont 

les lignes de première courbure sont, en outre, circulaires, p. a63. 
De la surface dont toutes les lignes de courbure sont circulaires, 

p. 264. 
De la surface dont toutes les lignes de courbure sont planes, p. 266. 

Note IIÎ. Sur la méthode de M, Bresse, pour la construction des centres 
de courbure de diverses courbes mécaniques, p. «66. 

Théorème relatif à l'existence d'une première circonférence, conte- 
nant les points d'inflexion des trajectoires décrites par les diffé- 
rents />oi«^^ de la figure mobile; et d'une seconde circonférence 
contenant les centres de courbure des lignes enveloppées par les 
diverses droites de la figure, p. 267. 

Corollaires relatifs à la réunion des trois éléments nécessaires pour 
déterminer la circonférence des inflexions, p. 270 et 271. 

Usage de cette circonférence dans la construction du centre de courbure 
de la ligne décrite par un point quelconque de la figure mobile, p. 270. 

Indication succincte de quelques applications, p. 271. 

Note IV. Sur les lignes géodésicpœs, p. 272. 

Théorème I. Répondant à une question proposée par M. Liouville : 
Toute surface, sur laquelle on peut tracer deux séries de lignes 
géodésiques telles que chaque ligne de l'une des séries soit coupée 
sous un même angle par toutes les lignes de Tautre série, est une 
surface développable, p. 272. . 

Théorème IL Toute ligne géodésique, qui rencontre sous un angle 
constant une série de courbes de niveau d'une surface, est une 
hélice, p. 276, 
Note V. Démonstration géométrique du théorème dp Meunier 0' — p.cosa, 
p. 276. 
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ERRATA. 



Page a6. Le théorème contenu aoui le n® 3 a été donné, sous une autre forme, 
. parM. Steiner. 

Page 36, ligne 5, en remontant, au lieu de l'équation (6), Usez Téquation (f)). 

Page 71, ligne 3, en remontant, au lieu de qui est la polaire de, Vues qui est la 
polaire relative de. 

Page 83, ligne S, au Hewdfi p^^„ lises p^,» 

Page 103, ligne i, au lieu de des arcs correspondants, lises des ares élémentaires 
correspondants. 

Page io5, ligne 7, en remontant, au lieu de une hélice dont les, lises une hélice 
tracée sur un cylindre dont les. 

Page 107, ligne 7, au lieu de le point c décrit, lises le point C décrit. 

Page 109, lignes i et 2, et elles sont les lignes a^mptoiiques de la surface; addi- 
tion inutile et inexacte. 

Page 1 1 1 . La méthode suivie dans le n^ 2 a été employée déjà par M. Bertrand. 

Page 168, ligne 1, en remontant, au lieu de = , > lises —^ — '■ — • 

2r 2 

i*age 170. La Remarque l contient, dans quelques exemplaires, une formule 
inexacte, qui a é(é supprimée dans les autres. 

Page 189, ligne 8, au lieu iiedans le plan, lises suivant la transformée plane de 
la trajectoire primitive. 

Page 19a, ligne xi^ au lieu rfe V et V -f- V, lises V et V h- <i V. 

Page 193, ligne 10, au lieu de dans le plan, Uses suivant la transformée plane de 
la trajectoire primitive. 
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PREMIÈRE PARTIE. 

THÉORIE GÉOMÉTRIQUE DES LIGNÉS A DOUBLA COURBURg. 



fflSTORiaUE- 



L 

1 . Le problème de la duplication du cube et celui des deuk 
fenoyennes proportionnelles, qui exercèrent une si heureuse 
influence siit les progrès de la géométrie naissante, présentent 
aussi le premiek* e^cemple de l'apparition des lignes à double 
courbure dans les spéculations géométriques. On connaît les 
nombreuses et inutiles tentatives qui furent faites d'abord pour 
résotldre ces problèmes par la ligne droite et le cercle^ et les 
diverses solutions mécaniques t!^\ letir succédèrent, exigeant 
toutes, ou remploi d'un instlrutnent spécial, ou Tûsage d'une 
courbe auxiliiaire, construite par points. C'était sans doute après 
avoir acquis la conviction de l'impossibilité d'une solution 
géométrique y que les anciens, aussi sévères dans leurs con* 
structîons que dans leurs raisonnements^ s'étaient enfin rejetés 
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sur les soluiioiis mécaniques, ou même purement spéculatives, 
de ces problèmes. Parmi ces dernières, celle que nous allons 
rapporter d'après Architas, philosophe pythagoricien, qui cul 
la gloire de compter Platon parmi ses disciples, nous parait 
offrir, quoique très -ingénieuse et très-simple, l'expression la 
plus élevée du découragement où en étaient arrivés les géo- 
mètres; et du sentiment, général sans doute dès cette époque, 
de l'inutilité des efforts que Ton pourrait tenter encore pour 
parvenir à une véritable solution. 

Traçons sur un plan deux demi-conférences égales et ayant 

un point commun o. oy étant la corde que le diamètre oa' de 

la seconde détermine dans la première, soient ox la corde de 

la seconde circonférence ayant oy pour projection et ox' la 

projection de oy sur le diamètre oa de la première. Si Ton 
pose 

on = oa' = o , ox = jr y oy z= y ^ 
on aura 

Si donc on savait donner à la seconde circonférence, relati- 
vement à la première, une position 



Fig. 1 




telle, que le rapport de ox' à ox 
fût égal à celui de £ à a, b dési^ 
gnant une seconde ligne donnée (que 
Ton peut supposer inférieure à «) , 
les équations précédentes se change- 
raient en celle-ci : 



x'r=. a . r. 



b,x\ 



et x=^ox.i yz=.oy seraient les deux moyennes proportion- 
nelles cherchées entre les lignes a evh: 

Or si Ton regarde cpmme fixe la circonférence oa^ et que 

Ton fasse tourner la seconde autour de oa' de manière à l'ame- 
ner dans un plan vertical perpendiculaire au plan horizontal 

de la circonférence fixe , yx venant en yXi^ et ox en oxi \ on 
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voit, en joignant Xi x\ que celte droite est perpendiculaire àoa:', 

et que le rapport — = - élant donné, Tangle x^ox* ou jTj oa 

est donné. Par suite, dans . l'espace , le point cherché Xi 
appartient à la surface d'un cône de réi^olution ayant pour 
axe la droite oa. Mais ce point appartient aussi à la ligne à 
double courbure qui est la commune intersection du cylindre 
droits ayant pour base la circonférence oya, et du tore engen- 
dré par la circonférence oxi a' ^e mouvant autour de la ver^ 
ticale du point o. Ainsi le point cherché Xf est Tintersection 
d'une ligne à double courbure et d'un cône^ et l'une des 
moyennes proportionnelles cherchées, la droite oXi^ se trouve 
ainsi vi/tuellement déterminée. 

% Les Collections mathématiques de Pappus font aussi men- 
tion de quelques lignes à double courbure connues des anciens, 
et dont ce géomètre découvrit certaines propriétés curieuses. 
La première est la spirale hémisphérique^ représentée en coor- 
données géographiques par l'équation 

x = !^^iL. 

Pappus établit, à l'aide des méthodes d'Archimède, que i'aire 
sphérique comprise entre la spirale et la base de V hémisphère 
est équix^alente au carré construit sur le diamètre. C'est ce 
que l'on vérifie aisément par les méthodes modernes , en pre- 
nant, pour élément de l'aire à évaluer, la superficie comprise 
entre la spirale, deux méridiens consécutifs et l'équateur, 
superficie assimilable à une portion de zone, et ayant, par 
suite, pour mesure 

dx7 = R' sin X . r/L = R' cos^ L . rfL j 

4 

d'où, pour la surface entière^ 

La seconde des lignes à double courbure étudiées par Pappus 



I . 
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est celle qui résulte de F intersection d'un hélicoïde gauche à 
plan directeur et d'un cône de révolution ayant même axe que 
rhélicoïde. L'axe commun des deux surfaces étant supposé ver- 
tical, Pappus démontre que la projection horizontale de la 
courbe d^ intersection est une spirale d\4rchimède , ce qui 
fournit une génération de cette dernière courbe par les lieux 
à la surface. Depuis, M. Cliasles, développant cette proposi-^ 
tion, a fait voir [ji perçu historique^ Noie VIII) que Ton peut 
obtenir toutes les spirales en projetant Tintersection de rhéli- 
coïde gauche et d^une seconde surface convenablement choisie, 
de révolution autour de Taxe de l'hélicoïdc , sur un plan per- 
pendiculaire à cet axe \ et ce n'est pas là seulement la solution 
d'un problème d'analyse déterminée, mais un mode précieux 
de transformation, à l'aide duquel on peut constater des dépen- 
dances géométriques remarquables entre des courbes diverses. 

3. Les lignes à double courbure dont nous venons de parler 
paraissent être les seules qui aient élé connues des anciens. Il 
faut néanmoins ajouter à cette nomenclature Thélice tracée sur 
un cylindre de révolution, dont deux arcs quelconques peuvent 
se superposer partiellement, observation attribuée à Géminus; 
et les lignes résultant de l'intersection mutuelle de certaine» 
surfaces que le géomètre Philon de Tyane nommait plectoïdes, 
et que M. Chasles croit avoir été des surfaces réglées [Aperçu 
historique, chap. P*", § a5). 

IL 

4. La loxodromie sphérique, c'est-à-dire la ligne coupant 
sous un angle constant les divers méridiens d'une sphère, est 
une des premières lignes à double courbure étudiées avec une 
certaine suite par les modernes. Celte étude, commencée par 
le géomètre portugais Nonius, , fut continuée par Halle}- , 
Leibnitz, Hermann et Murdoch. On doit à Halley cette obser 
vation intéressante qye la projection stéréo graphique d'une 
loxodromie est une spirale logarithmique ^ ce qui résulte 
d'ailleurs du principe de la consen^ation des angles, déjà 
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connu de Ptolémée. Nous verrons plus loin que ces deux 
courbes, qui ont la même définition, Tune sur la sphère, l'autre 
sur le plan, présentent encore cette analogie que le centre 
de courbure sphérique de la première s^ obtient par une con^ 
struction identique à celle qiUj sur le plan, donne le centre 
de courbure de la spirale logarithmique, 

S. Roberval, dans son Traité des Indii^isibles [Divers Mé- 
moires de Mathématiques et de Physique, p. 2 1 3 ) , et Viviani , 
dans le problème de la voûte carrable, trouvèrent des propriétés 
différentes de la ligne qui résulte de l'intersection d'une sphère 
et d'un cylindre de révolution , ayant un rayon de la sphère 
pour diamètre de sa base. 

Si l'on regarde d'abord, avec Viviani, cette ligne comme 
Fig. a. tracée sur la sphère, elle y a pour 

^_jP^ équation 

/ < ' >^> \ ^' Vaire sphérique comprise entre 

E'I f-^V-f\'1^U^-JE Vun des quadrants de la courbe, le 

^--^ 1/ ^^i^^i^ méridien tangent au cylindre et 
^ * * Véquateury est mesurée par le carré 

du rayon de la sphère. 

Si l'on regarde ensuite cette ligne comme tracée sur le cy- 
lindre, et que l'on veuille, avec Roberval, évaluer l'aire cylin- 
drique comprise entre l'un de ses quadrants et la base du 
cylindre, on voit que l'élénàent AA^ q'q de cette aire a pour 
mesure 

Aq,qq' = Ksin'k l — • 2rfL j = R-sin>.rfL = R'sinL.rfL ; 

et l'on en conclut que raire cylindrique considérée, étant 
encore mesurée parle carré du rayon, est équivalente à Paire 
sphérique évaluée précédemment. 

Enfin, suivant une remarque de Bossut, le volume com^ 
pris entre les deux aires sphérique et cj^lindnquey le' plan de 
la base et le plan du méridien tangent au cylindre^ a pour 
mesure les ^ du cube du rayon. 
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Montucla [Hisloire des Malhématiqucs^ tome III , page loi) 
ajoute au problème résolu par Roberval cette observation que 
Paire cylindrique comprise entre la base du cylindre et la 
sphère est encore exactement carrable dons le cas^ plus gêné- 
r/ily oii la base du cylindre est simplement tangente au grand 
cercle qui limite injérieurement la sphère, 

6. Enfin , si nous citons encore la théorie des épicycloïdes 
sphériques étudiées successivement par Hermann, Jean Ber- 
noulli, Nicole et Clairaut [Mémoires de V Académie ^ 1732); 
l'équation des lignes géodésiques des surfaces de révolution , 
obtenue par Jacques Bernoulli et Clairaut [ActaLipsice^ 1698, 
page 227, et Mémoires de l'Académie^ lySS) ; la description 
des lignes résultant de la pénétration mutuelle d'une sphère, 
d'un cône ou d'un cylindre, et leur construction à Faide d'or- 
données menées par les différents points d^un axe curviligne 
(Frezier, Traité de Stéréotomie, 1732); nous aurons à peu près 
épuisé la nomenclature des recherches de détail, peu nombreuses 
comme on le voit, qui ont précédé Télude systématique des lignes 
k double courbure : Etude commencée -avec quelque généralité 
par Clairaut, mais qui , en réalité, doit exclusivement ses bases 
actuelles aux travaux de Monge, — qui découvrit tout ce qui se 
rapporte k la première courbure , aux développées , aux droites 
polaires, à la surface formée par l'ensemble de ces droites et à 
la sphère osculatrice^ — de Tinseau et de Lancret, auxquels on 
doit les importantes notions du plan osculateur et de la seconde 
courbure. 



CHAPITRE PREMIER. 

PROPOSITIONS PRÉLIMINAIRES. 



7. De deux cas particuliers dans lesquels il existe une 
relation simple entre la première courbure d^une ligne et celle 
de sa projection orthogonale. 

On sait que dans un triangle quelconque le rayon du cercle 



J 
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circonscrit est égal au produit des trois cotés divisé par le qua- 
druple de la surface du triangle. Il en résulte, en désignant 
. par R et R' les rayons des cercles circonscrits fi un triangle ABC 
et à sa projection A'IVC, que Ton a 

d'où 

R' a' 6' c' S' 

Cela posé, supposons, eti premier lieti, que les sommets A , 
B, C soient trois points infiniment voisins d'une hélice cylin- 
drique^ A', B'y C étant leurs projections sur le plan de la 
section droite du cylindre. Si Ton désigne par a l'inclinaison 
constante des tangentes de T hélice sur les génératrices corres- 
pondantes du cylindre, les rapports — ' t"' ~ auront pour 

limite commune sina. On voit aisément d^ailleurs (par la con- 
sidération d'un conc droit auxiliaire dont les génératrices 
seraient parallèles aux tangentes de Thélice) que le plan oscu- 
lateur de Phélice (limite du plan ABC) fait avec le plan de la 

base du cylindre un angle égal à a^ et, par suite, que la 

S' 
limite du rapport— est encore sina. On a donc, en concevant 

que les points B et C, IV et C se rapprochent indéfiniment 
des points A et A', et en passant à la limite. 



(I) p' = p.sin'a 



9 



pour la relation existant entre les rayons de courbure p et p' de 
riiélice et de la section droite du cylindre, en des points corres- 
pondants de ces lignes. 

L'angle a étant constant , p et p' sont run et l'autre con- 
stants, ou l'un et l'autre variables*, donc si le rayon de pre- 
mière courbure d'une hélice cylindritpie est constant^ cette 
hélice appartient à un cylindre de rév>olution. 

Supposons, en second lieu, que le plan de projection ait été 
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choisi parallèle à la tangente en Â de la courbe ABC et faisant 

un angle a avec le plan osculateur de cette courbe au même 

S' 
point : cosoc sera, dans ce cas, la limite du rapport -^9 les rap- 

ports —5 T' "" auront pour limite commune l'uni lé; et Ton 

aura, entre les rayons de courbure en A et A' de la ligne ABC 
et de sa projection , la relation 

(H) / = -^- 

^ ' cosa 

Si Fangle a du plan de projection et du plan osculateur en A 
tend vers zéro, le rayon de courbure joMe la projection tend à 
devenir égal au rayon de courbure p de la ligne projetée \ et si 

cet angle tend vers -? le rayon de courbure p' de la projection 

augmente indéfiniment. Donc si Von projette une courbe sur 
un plan mené suii^ant sa tangente en A, perpendiculairement 
au plan osculateur correspondant, la projection présente un 
point d'inflexion en A. 

Obsen^ation, Les relations (I) et (II), que nous avons du 
établir directement, sont des conséquences immédiates des 
théorèmes d^Euler et de Meunier, appliqués à une surface cy- 
lindrique, 

8. />e la courbure géodésique d'une ligne tracée sur une 
surface : théorèmes. Une ligne AA' étant tracée sur une sur- 
face, si par deux de ses points infiniment voisins, A et A', on 
mène deux lignes géodésiques de la surface tangentes à cette 
ligne; leur angle, que nous désignerons par E^, est appelé 
angle de contingence géodésique de l'arc AA'; et la limite du 
rapport de l'arc A A' à l'angle correspondant, quand l'arc A A' 
tend vers zéro, est le rayon de courbure géodésique au point A 
de la ligne considérée : nous le désignerons par R^. 

Théorème I. Le rayon de courbure géodésique en un point 
quelconque d^une ligne tracée sur une surface ^ est égal au 
rayon de première courbure R| de cette ligne au même point. 



PROPOSITIONS PAÉLIMimAinES. 9 

divisé par le cosinus de r angle du plan osculateur de la ligne 
et du plan tangent à la surface en ce point : 

(III) " ^' 



»« = 



CCS a 



N 




Démonstration, Soient I le point dHntersection des lignes 
^^s- ^- géodésiques tangentes en A, A' à la 

courbe considérée; la, la' les tan- 
gentes à ces lignes, faisant entre 
elles un angle aigu égal à E^ ; et IN 
la normale à la surface au point I : 
IN]sei*aune normale principale com- 
mune aux deux lignes géodésiques 
lA , lA', etle plan tangent en I à la surface seca perpendiculaire 
au plan osculateur en I de chacune de ces lignes. Si l'on pro- 
jette, sur le plan tangent en I, le triangle curviligne A A'I, la 
projection sera un triangle curviligne aa'I; et les tangentes 

en a, a' du côté aa\ ou les tangentes aux mêmes points des 

lignes al, a'I, feront, avec les tangentes en I des mêmes lignes, 
des angles mesurés par des infiniment petits du second ordre : 
puisque, d'après la fin du numéro précédent, les projections 
deslignes lA, lA' sur le plan tangent en I présentent une inflexion 
en ce point. Il résulte de là que Fangle de contingence e, 
relatif à l'arc aa' de la projection aa\ peut être remplacé par 

l'angle des tangentes en I des lignes la, la' ou par l'angle E^ 
des lignes lA , lA' elles-mêmes ; et le rayon de courbure r^ dq 

la ligne aa\ égal à . — j ou à — -» est égal à R^ ; 



'g 
r. = R 



ë' 



D'ailleurs la formule (II) du numéro précédent étant évi- 
demment applicable à la ligne A A' et à sa projection aa^^ on a 

R. 






rosa 



et la comparaison de ces deux formules démontre le théorème 
énoncé. 



1 
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Théorème II. Le rayon de courbure géodésique en un point 
quelconque A d^une ligne A A' f racée sur une surface, est égal 
au rayon de courbure au point correspondant de la ligne 
plane que l'on obtient en circonscriv^ant à la proposée y sui- 
vant la ligne AA', line surface déueloppable , et déi^eloppant 
cette dernière sur un plan en même temps que la ligne AA 
qiielle contient. 

Nous renvoyons au chapitre VIII la démonstraliou de cette 
proposition, que nous n^aurons pas à employer jusque-là. 

Obseivation. L'importance de la considération du rapport 

— ^ dans l'étude des lignes tracées sur une surface, a été si- 
cos a ^ 

gnalée pour la première fois par M. O. Bonnet, dans son Mé- 
moire sur la théorie générale des surfaces {^Journal de P École 
Polytechnique, Sa*' cahier, 1848). Plus tard, et dans ses le- 
çons au Collège de France , M. Liouvîlle a donné à ce rapport 
une signification géométrique nouvelle, par l'introduction de 
la notion de l'angle de contingence géodésique. 

9. Théorème relatif à la distribution des plans tangents 
à une surface gauche, le long d\ine même génératrice de la 
surface. 

Théorème. Un plan quelconque étant mené par une gé- 
nératrice d'une surface gauche ^ la distance du point, suivant 
lequel ce plan est tangent à la surface, au point central O de 
cette génér^atrice, est propor^tionnellc à la tangente trigono- 
métrique de Vinclinaison de ce plan sur le plan tangent au 
point central (Chasles, Mémoire sur les surfaces gauches : 
Correspondance Mathématique et Physique^ tome XI). 

Dans cet énoncé, on appelle point centr^al d'une généra- 
trice OA, le point où la droite 00' qui mesure la plus courte 
distance entre les deux génératrices infiniment voisines OA , 
O'A', s'appuie sur la première 5 ou plutôt la position limite do 
ce point. 

Démonstration. Soit OO' la plus courte dislance entre la 
génératrice fixe OA et une génératrice variable O'A', infini- 
ment voisine delà première : le point O sera infiniment voisin 
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du point central. Désignons la plus courte distance OO' par 
^*8' 4* ^ ^ Tj; Tangle des deux génératrices, 

ou son égal a'OA, par w, et posons 
A = limite de - • 

Prenant un point déterminé A de la génératrice OA, situé 
à une distance R du point central, menons par ce point une 
droite AA', perpendiculaire à la génératrice OA , et rencon- 
trant la génératrice infiniment voisine O'A'. (Il suffit, pour 
cela , de mener A a' perpendiculaire à OA dans le plan a'OA , 
d'élever a' A' égale et parallèle à OO' et de joindre AA'.) Les 
triangles rectangles A «'A', OAn' donnent les relations 



lang A A' a', ou tang (AA', 00' ) = =r == > 

A' a' ^ 



Xa' =. w.OA ; 
d^où ,' en multipliant membre à membre et réduisant, 

tang (AA', 00') = -• ÔÂ. 



17 



Si l'on suppose maintenant que la génératrice O' A' se rappro- 
che indéfiniment de la génératrice fixe OA , le second membre 
aura pour limite /r.R. D'ailleurs, les cordes infiniment pe- 
tites 00' et A A' ont pour limites respectives des tangentes me* 
nées à la surface par le point central, dont le point O se rap- 
proche indéfiniment, et par le point fixe A; et comme ces 

tangentes sont perpendiculaires à OA , et que leur angle me- 
sure, par suite, Tinclinaison (f des plans tangents menés à la 
surface par le point central et par le point A , on voit que le 
premier membre a pour limite tang^, de sorte que Ton a 

(IV) tang<p = /.R; 

et cette formule démontre le théorème énoncé. 

Obseivatioii . ç et R peuvent être regardés comme positifs 
dans la formule précédente, quand on l'applique à la déterrai- 



\ 
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nation d'un plan tangent unique. Mais si Ton veut fixer, sans 
ambiguïté , la position du plan tangent à la surface en un se- 
cond point A' de la même génératrice, situé à une distance R 
du point central , on devra , dans la formule analogue 

tang(p'=X.R', 

regarder ç' et R' comme positifs, ou négatifs, suivant que le 
nouveau point de contact A' sera situé , par rapport au point 
central, du même côté que le point A, ou du côté opposé. Il 
résultera d'ailleurs de cette convention que Ton aura tou- ^ 

jours, en désignant par ^ Tinclinaison mutuelle des plans 
tangents en A et A', tf/ = (p — ç', et, par suite, 

/'.(R— R') 
*>• i+X».RR' 

On voit que si R et R' sont de même signe, le dénomina- 
teur de la formule précédente sera toujours diiférent de zéro , 
et Tangle ^ différent d'un droit. Donc si les plans tangents 
en deux points d'une même génératrice d^une surface gauche 
sont rectangulaires, le point central de celte génératrice est 
nécessairement compris entre leurs points de contact. 



CHAPITRE IL 



J)ES PROPRIÉTÉS DESCRIPTIVES COMMUNES A TOUTES LES LIGNES 

A DOUBLE COURBURE. 



10. La tangente en un point d'une ligne à double courbure 
est, ainsi que la tangente d'une ligne plane, la limite des po- 
sitions occupées par une sécante tournant autour de ce point, 
de manière qu'un second point d'intersection de la sécante et 
de la courbe se rapproche indéfiniment du premier. 

11. Le plan osculateur en un point d'une ligne à double 
courbure est la limite des posilions occupées par un plan pas- 
sant par ce point, et par deux autres points de la courbe qui 
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se rapprochent indéfiniment du premier. On peut encore le 
considérer, soit comme la limite des positions occupées par un 
plan passant par la tangente au point considéré, et par un point 
infiniment voisin du premier-, soit comme la limite d'un plan 
variable passant par cette même tangente, et parallèle à une 
tangente infiniment voisine de la première : et ces trois défini- 
tions sont équivalentes. 

Pour le démontrer, concevons un cylindre passant par la 
Fig. 5. ligne donnée abc^ et dont les génératrices 

soient parallèles à la tangente at de cette 
ligne en a : ce cylindre est entièrement 
déterminé, ainsi que son plan tangent 
en a^ et nous allons voir que ce dernier 
représente , quelle que soit celle des trois 
définitions que Ton adopte, le plan oscu- 
lateur de la ligne abc au même points En effet, 

Le plan mené, d*après la troisième définition, par la tan- 
gente at^ et parallèlement à une tangente infiniment voisine 
bt' y est parallèle au plan tangent au cylindre en i, et a pour 
limite le plan tangent en a. 

Le plan mené, d'après la seconde défini lion , parla tangente 
at et par un point Infiniment voisin i, renferme la généra- 
trice du cylindre pour le point b , et une corde infiniment pe- 
tite ba d'une ligne cba située tout entière sur le cylindre 5 il 
est donc infiniment voisin du plan tangent au cylindre en &, 
et a même limite cpie ce dernier, à savoir le plan tarigent en a. 
Enfin, et relativement à la première définition, si l'on consi- 
dère un cylindre i;a/7aA/e, passant constamment parlaligne abc^ 

et dont les génératrices soient parallèles à la droite variable ac^ 
ou verra que le plan variable aie, contenant toujours une géné- 
ratrice ca et passant en outre par une corde infiniment petite 

cJd^une ligne située tout entière sur ce cylindre, est infini- 
ment voisin du plan tangent à ce cylindre en 6* : la limite de ce 
plan variable sera donc encore le plan tangent en a au cylin- 
dre-limite, ou au cylindre défini précédemment. 
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Remarque 1. Il résulte, eu parliculier, de celle dernière 
parlie de la démoiisiralion, que la posilîon du plan-limite de-- 
meure la même quels que soienl les modes de convergence des 
poinls b Ql c vers le point a. 

Remarque II, La distance au plan osculateur en un point a 
rVun second point h delà courbe infiniment voisin du premier^ 
est un infiniment petit du troisième ordre. Cette distance est, 
en effet, un des côtés de l'angle droit d'un triangle rectangle 
ayant pour hypoténuse la distance du même point 6 à la tan- 
gente at (distance du second ordre) \ l'angle opposé à ce côte'? 
étant infiniment petit, parce qu'il mesure Tinclinaison du plan 
variable tab sur le plan osculateur en a , qui en est la limite. 

Remarque III. La plus courte distance entre deux tan-* 
gentes infiniment voisines at et bt' d'une ligne à double cour- 
bure, est un infiniment petit du troisième ordre (Bouquet).- 
La distance en question est, en effet, égale à la distance du 
point b au plan taO' mené par la tangente at parallèlement à la 
tangente if'; et celte dernière, à son tour, est égale à la dis- 
tance du même point 6 à la tangente at^ quantité du second 
ordre^ multipliée par le sinus de l'angle formé par le plan ta& 
avec le plan tab. Or cet angle est infiniment petit, ainsi que 
son sinus ^ puisque les plans variables taOf et tab ont la même 
limite, à savoir le plan osculateur en a. Donc, etc. 

Remarque IF. La tangente en un point d'une ligne à dou* 
bl^ courbure est la limite de la droite d'intersection du plan 
osculateur en ce point, et du plan osculateur en un second 
point infiniment voisin du premier. Il suffît , pour le démon- 
trer, d'imaginer un cône auxiliaire doiil les génératrices soient 
parallèles aux tangentes de la ligne considérée : les plans tan^ 
gents du cône sont^ en effet , parallèles aux plans osculateijrs 
de la ligne à double courbure ; rinterseclion de deux plans os- 
culateurs infiniment voisins est parallèle à rinterseclion des 
plans tangents correspondants, el celle-ci a pour limite une 
génératrice du cône; donc, etc. 

12. On appelle angle de torsion d'un arc quelconque ah 
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d'une ligue à double courbure Tangle H des plans osculateuis 
'menés à Forigine et à rexlrémilé de cet arc 5 et rayon de Sit- 
conde courbure Rt de la ligne en un de ses points, la limite 
vers laquelle tend le rapport de Tare élémentaire de cette ligne 
à Tangle de torsion correspondant, lorsque l'origine de Tare 
demeurant fixe en ce point , sa longueur décroit indéfiniment. 

H 

Le rapport inverse —2; recevant le nom de seconde courbure; 
'^ '■ fis 

JL — il 

Par chaque point d'une ligne à double courbure passent unt? 
infinité de'normales à cette courbe, toutes situées dans le plan 
normal: celle d'entre elles qui est située dans le plan oscula- 
teur correspondant reçoit le nom de normale princt pale ^ les 
normales principales relatives aux différents points d'une ligne 
à double courbure engendrant une surface gauclie, la surface 
gauche des normales. 

13. "Uangle de contingence E, la courbure totale ou 
moyenne d'un arc fini quelconque, la courbure et le rayon de 
courbure (ou encore la première courbure et le rayon de pre- 
mière courbure) en un point déterminé, ont les mêmes défini" 
tions dans une ligne à double courbure et dans une ligne plane^ 
On doit ajouter cependant que le cercle de courbure, dont le 

rayon R| est défini par l'équation R, = — » est , en chaque 

point, situé dans le plan osculateur correspondant, tangente 
la courbe en ce point, et situé du même côté que celle-ci par 
rapport à la tangenle. 

14. Le cercle osculateur en un point d'une ligne à double 
courbure est la limite d'un cercle variable passant par ce poinl 
et par deux autres points delà courbe infiniment voisins dif 
premier; on peut encore le considérer comme la limite d'un 
cercle variable tangent à la courbe au point considéré et pas^ 
sant par un second point de la courbe infiniment voisin an 
premier. 
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En chaque point d'aune ligne à double courbure, le cercle 
osculateur et le cercle de courbure coïncident; et le centre 
commun de ces cercles est situé sur la droite polaire relatii^e à 
ce point; cette dernière n'étant autre chose que la limite de 
r intersection du plan normal au point considéré et d'un plan 
normal infiniment voisin. Il suffira d'ailleurs, pour la démons- 
tration , d'établir que le rayon jdu cercle osculateur est égal à 

celui — du cercle de courbure ; et que la distance du point 

considéré de la courbe à la droite polaire correspondante a la 
même valeur. 

Prenant à cet eflet trois points infiniment voisins a, £, c de 
la courbe donnée , considérons la figure composée des tangentes 

aux points extrêmes at, cv, de la 
droite oo' intersection des plans 
normaux aux mêmes points , et du 
système des trois points a, b^ c] 
projetons orthogonalement toute 
cette figure en t' ciVd\f sur un plan 
parallèle aux tangentes at, cv\ et 
soit d le point auquel se réduit la 

projection de la droite od : cid re* 
présentant la distance du point (\ à 

cette droite, et o' étant le point de rencontre des normales 

en ci et d de la ligne projetée. 

Dans la projection , et en vertu des propriétés des courbes 

planes, analogues à celles que nous voulons établir pour les 

lignes à double courbure , le rapport -r^ relatif à l'arc infini- 




ment petit dd, la distance cid et le rayon du cercle a'iV, 
ayant la même limite^ sont mesurés par des nombres infini^» 
ment peu différents les uns des autres. De là, en revenant à la 
figure primitive, et remarquant que la dîflérence rfS — dSf est 
du second ordre, que l'angle E est égal à Tangle E'5 la distance 
du point a à la droite 00' égale à la droite do\ et enfin que le 
rayon du cercle abc diffère infiniment peu, d'après le lemme I^ 
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{ofoir page 8), du rayon du cercle alV d \ on conclura que le 

rapport — relatif à Tare infiniment petit abc de la ligne à 

double courbure primitive, le rayon du cepcle ahc^ et la dis- 
tance du point a à la droite intersection des plans normaux aux 
extrémités de cet arc, sont des quantités qui diffèrent infiniment 
peu les unes des autres, et que leurs limites respectives sont 
égales : ce qui suffit à la démonstration. 

*15. Considérant une ligne è double courbure quelconque, 
inscrivons dans celte ligne une ligne polygonale tx^yâe . . . 
ayant ses côtés égaux , et menons , par les milieux m, m\ mf\.* 
de ces côtés, des plans normaux à ces côtés. Ces plans se cou- 
peront deux à deux et consécutivement, suivant les droites 
es j c' s*^ c'^s'^T» . ., qui sont respectivement perpendiculaires 
aux plans at^y.^yâ^j yâe^ , , de deux éléments consécutifs de 
la ligne polygonale primitive, et qui rencontrent ces plans 
aux points c, c\ c"^,* . ., centres respectifs des cercles a^y, 
J3yd, . . . , passant par trois sommets consécutifs de cette ligne: 
et les droites cs^ cf s\ c"s"^,. . , formeront elles-mêmes par leurs 

intersections successives une nou*- 
velle ligne polygonale ssfsf'.*, dont 
les sommets 5, 5'^, . . * , représen- 
tent les centres des sphères a/Byd, 
fiyôe^. . .^ qui passent par quatre 
sommets consécutifs, de la ligne pri- 
mitive. 

Prenant maintenant un point 

quelconque d sur la droite cs^ joi- 
gnons dm* qui coupe c' s* en rf'5 
joignons ensuite rfW qui coupe 

^V^end^ d'^m^' qni coupe 7^' 
en d^\ et ainsi de suite. Et soit dd* d'* , . . la ligne résultante. 

L'égalité hypothétique des côtés de la ligne polygonale pri- 
mitive, la définition des droites es et celle des points c entrai- 
nent successivement les égalités cm == c/w', c' m' =. c* ni'' ^ ... 5 
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les égalités r/'m'=: d'tn'', d" m'' :^ d"m'%..,, etenlîn légalité 

des inclinaisons de d' m' et d* m" sur 71î\ àeTFTn'^ et 7P*ln^' 
sur c^' d" ^ .... Or, il résulte d*abord de ces dernières égalités , 
que la ligne dd' d'^ , . . se transforme en une ligne droite fâr 
le développement sur un plan de la surface polyédrale, formée 

par les droites C5, c'5',..., sur laquelle elle est tracée j et il ré- 
sulte des précédentes que cette mem? ligne est une véritable 
développée de la ligne polygonale mm' m'^ , . . qui a pour som- 
mets les milieux des éléments de la ligne primitive; car si 1 on 
conçoit un fil partiellement enroulé sur la ligne dd'd^d"'^ et 
dont la partie actuellement libre d'" m'" atteindrait par son 
extrémité le point w'^; et que Ton déroule ce fil de manière 
que sa partie libre soit successivement dirigée suivant les pro- 
longements des côtés d* d" dd'^,,. delà ligne d"d'd^ l'extré- 
mité de ce fil atteindra successivement tous les sommets m,'\ 
fn\ m^, . . de la ligne mm' m". 

Si donc on imagine que la longueur commune des c6tés de 
la ligne polygonale a(3y, inscrite dans la courbe primitive, di- 
minue indéfiniment, et que l'on passe à la limite, on aura ce 
théorème: Les droites polaires relatives aux différents points 
d'une ligne à double courbure quelconque sont les généra- 
trices d'une surface dét^eloppable , la surface polaire ; F arête 
de rebroussement de cette surface est le lieu des centres des 
sphère» osculatrices de la ligne primitiue^ et il passe par cha- 
que point de la sur/ace polaire une dév>eloppée de la ligne pri- 
mitiv^e , la série tout entière de ces développées fonnant une 
série de lignes géodésiques de la surface polaire. 

Remarque. Les tangente» de l'arètc de rebroussement de la 
surface polaire étant perpendiculaires aux plan» oscillateurs 
de la ligne primitive, les plans osculateurs de la première sonl 
aussi perpendiculaires aux tangentes de la seconde. Il en ré- 
sulte que les angles de contingence et de torsion de la ligne 
primitii^e sont respectiv^ement égaux aux angles de torsion et 
de contingence de F arête de rebroussement^ le rappoit de la 
première à la seconde courbure pour Vune de ces lignes étant 
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égal àrinuerse du rapport analogue pour F autre, (Fourier.) 
En outre, les normales principales des deux lignes sont pa- 
rallèles, (Lemonnîer.) Ces deux droites, en effet, sont situées 
dans un même plan, le plan normal de la première ligne, qui 
coïncide avec le plan osculateur de la seconde; et, dans ce 
"^lan^ elles sont perpendiculaires à une même droite, la droite 
polaire de la preraiière ligne qui coïncide avec la tangente de 
la seconde- 

• 
16. Revenant à la jSgure précédente, supposons que Ton dé- 
veloppe sur un pian la surface polyédrale formée par les droites 

C5, c'^',.,.*, et soient SS'S", CCC^... les lignes polygonales 
planes suivant lesquelles se transforment les lignes ss^s^\ 
c(/c",,,: la Wgne dd\d^.,. se transformera, dans ce développe- 
ment, en une ligne droite-, et tous les points m, m\ m"^,,. 
de la ligne mm* m'* viendront se réunir en un même point O 
de cette droite. Or, les différents points c de la ligue ce* s'ob- 
tiennent, avant le développement, en abaissant, des points m, 

des perpendiculaires me sur les éléments prolongés de la ligne 

5^ ; et les distances /ne , m5 sont alors infiniment peu diffé- 
rentes des rayons du cercle et de la sphère passant par trois ou 
quatre sommets consécutifs de la ligne primitive aj3y : donc, et 

puisque les perpendiculaires me et les droites m5 sont toujours 

situées dans le plan de' deux éléments consécutifs cs^ (f ^ de la 
ligne 5/5^, la ligne CC'C^ s'obtiendra^ après le dév^eloppement, 
en abaissant J!un même point O des perpendiculaires sur les 
éléments prolongés de la ligne SS'S"^ et les rayons vecteurs 

correspondants OC et OS de ces deux lignes représenteront^ à 
un infiniment pela près ^ les rayons du cercle ou de la 'sphère 
passant par trois ou quatre sommets consécutifs de la ligne 
primitive oL^y. Dès lors, si l'on conçoit que la ligne polygonale 
a^y se rapprocbe indéfiniment de la ligne à double courbure 
considérée d'abord, on parvient à ce théorènâe : 

Si on développe sur un plan la surface polaire relative à 
une ligne à double courbure quelconque^ le lieu des centres 

. 2. 
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ile courbure de celte ligne se transforme suii^ant la podaire, 
relalii^e à une certaine origine O, de F arête de rcbroussement 
déi^eloppée; et les rayons menés du point origine à deux 
points correspondants de Parête^déi^eloppée et de sapodaire^ 
sont respecfii^ement égaux aux rayons de la sphère osculatrice 
et du cercle osculateur pour le point correspondant de la ligne 
p^imitiue. 

Ce tbéorème, dû à Lancret, et demeuré depuis inaperçu, 
a été établi par ce géomètre à Taide de considératîmis qui ne 
paraissent pas complètement rigoureuses. 

Remarquons, eu effet, en reproduisant sa démonstration, 
que Ton peut construire toutes les développées de la ligne con- 
sidérée, suivant la méthode connue, en prenant pour point 
initial, dans la description de chacune de ces lignes, chacun 
des points du lieu des centres de courbure. On reconnaît par 
là que chaque développée passe par un point de la ligne des 
centres, et qu'elle est en ce point perpendiculaire à la généra- 
irice'corres pondante de la surface polaire; et, comme les dé- 
veloppées sont des lignes géodésiques de cette surface, elles 
se transforment , par son développement , en des droites me- 
nées par les différents points de la ligne des- centre» déve- 
loppée, perpendiculairement aux tangentes correspondantes^ 
. de Tarête de rcbroussement développée. Or, ajoute Lancret 
(Correspondance Polytechnique ^ tome I, page 5i) , toutes les 
déi^eloppées ayant dans t espace un point commun^ k savoir 
le point d'intersection de la ligne primitive et de la surface 
polaire, leurs transformées après le dév^eloppement concou" 
rent en un même point ^ ce qui est le théorème énoncé. " 

On peut objecter à ce raisonnement qu'admettre Texistence 
d'un point commun aux développées et à la ligne primitive 
revient à supposer nul , en ce point , le rayon de courbure de 
celte dernière ; si donc le rayon de courbure de la ligne pro- 
posée ne s'annule jamais, le point commun, sur Texistence du- 
quel reposait le raisonnement, n'existe pas ; et la démonstra- 
tion parait en défaut. 

On pourrait croire cependant 5 et d'après notre démonstra- 
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lion inètuc, que les développées ayant toujours un point 
commun O après le développement de la surface polaire, il en 
est de même avant le développement. Pous s'assurer qu'il peut 
en être autrement, il suffit de remarquer qu'un point quel- 
conque, pris au hasard sur le plan où s'est effectué le déve- 
loppement, est réel, ou imaginaire, par rapport à la surface 
primitive, suivant. que de ce point on peut. mener une tan- 
gente à Tarête de rebroussemenl développée, ou que l'on ne 
peut en mener aucune. 

Remarque 1, La réciproque de la proposition précédente 
est vraie , quoique donnant lieu k une démonstration plus pé- 
nible 5 elle consiste en ce que toute podaire de V arête de re- 
hroussement déi^eloppéè d'une surface, est la transformée du 
lieu des centres de courbure dune certaine ligne de Pespace 
ayant ^ pour surface polaire^ la sit^face déi'eloppable consi^ 
dérée. 

Remarque II, Les normales principales d'une ligne à dou-- 
hic courbure ne sont pas tangentes à la ligne des centres de 
courbure, et celle-ci n'est une dés^eloppée de la ligne primitis^e 
que dans le cas oii cette dernière est plane. En effet, si les 
normales principales étaient tangentes à la ligne des centres, 
comme elles sont situées dans les plans tangents de la surface 
polaire, elles conserveraient la môme propriété après le déve- 
loppement de cçlle-ci sur un plan. Or, c'est ce qui n'a pas lieu, 
en général ; car on a vu que dans ce développement la ligne 
des centres se transforme dans la podaire, relative à une cer- 
taine origine O de l'arête de rebroussement développée^ les 
normales principales devenant en même temps les rayons vec- 
Fig. 8. teurs de la podaire, par rapport à la même 

origine. Cette propriété négative cesserait 
cependant d'avoir lieu si la podaire deve- 
nait une ligne droite passant par Tori- 
^ ^ ^ gine : mais alors les tangentes de Tarête 
de rebroussement développée^ ou les génératrices de la sur- 
.facG polaire, seraient parallèles après et aussi, par suite,* 



8" 



Fig- 9- 
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avant le développement; la surface polaire ^e réduirait à un 
cylindre, Tangle de torsion serait rigoureusemeut nul dans 
toute retendue de la ligne considérée, et cette ligne serait 
plane. 

y • 

17. Si une ligne à double courbure L est. coupée à angles 

droits par les tangentes d^une ligne L', 
un arc quelconque de cette dernière est 
égala la différence des tangentes menées 
par ses extrémités et terminées à la ligne 
primitiv^e dont elle est^ par suite, une 
déi^eloppée^ elle est y en outre, située 
tout entière sur la surface polaire rela^ 
tiue à la ligne primitis^, et ses normales 
principales sont parallèles aux tangentes de cette ligne. 

Démonstration, Si on oeveloppe, en effet, sur un plan, la 
surface développable ayant la ligne L' pour arête de rebrous- 
sement, la ligne L, qui est une trajectoire orthogonale des 
génératrices rectilignes de cette surface, et la ligne L', se trans- 
forment en une ligne plane / et en sa développée /'; et cette 
seule observation démontre la première partie de Ténoncé. 
En outre, chaque point de la ligne L' pouvant être considéré 
comme la limite du point d^intersection de deux normales infi- 
niment voisines de la ligne primitive^ appartient à Tune des 
droites polaires de celle-ci; et la ligne L' est dès lors située 
tout entière sur la surface polaire de la ligne prirnitive. Enfin 
les tangentes de cette dernière et les normales principales de 
la développée V sont parallèles. Elles sont, en effet, situées 
deux à deux dans un même plan , — le plan tangent de la sur- 
face développable, qui coïncide avec le plan osculateur de la 
ligne U; — et, dans ce plan, elles sont perpendiculaires à une 
même droite, — la génératrice de la surface, qui coïncide avec 
la tangente de la ligne L'. 

Corollaires, i. Une ligne à double courbure n admet 
-qiiun seul système de développées^ défini précédemment^ et ^ 
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représenté par une série de lignes géodésiques de la surface 
polaire relative à cette ligne, 

2. Les développées d^tine ligne plane forment une série de 
lignes géodésiques d* un cylindre ayant pour section droite la 
développée plane de la ligne proposée^ Evident. 

2'. Une ligne dont l'une des développées est une hélice 
cylindrique est nécessairement plane. Les tangentes de la ligne 
considérée sont en effet parallèles aux normales principales de 
la développée; et ces dernières , dans le cas actuel , sont paral- 
lèles à un même plan. ( f^oir ci-après, chapitre VI.) 

3 . Les développées d 'une ligne sphérî que forment une série 
de lignes géodésiques d'un cône concentrique à la sphère et 
ayant pour base , sûr celle-ci , la développée sphérique de la 
li^ne proposée, [Voir ci-après, chapitre III.) 

3'. Si l'une des développées est une ligne géodésique d'un 
cône^ la courbe primitive est une ligne sphérique ^ la sphère qui 
la contient est concentrique au cône; et le rayon de la sphère 
qui aboutit à un point quelconque de la courbe fait un angle 
constant avec la tangente correspondante de la développée, 
(Vieille, Compléments d'Analyse et de Mécanique^ p. 80.) 
En effet, par le développement du cône sur un plan , la ligne 
géodésique considérée L', et toutes ses tangefites , se trouvent 
développées, ou rabattues^ suivant une même ligne droite; en 
même temps, et en vertu de la première partie du théorème 
contenu dans le n? 17, les différents points de la ligne primi- 
tive L, situés d'abord sur les tangentes de 
la ligne L', viennent se rabattre sur un 
même point de celte droite. Or la distance 
>^ de ce point unique au sommet du cône 
développé représente la commune dis- 
tance du sommet du cône à tous les points 
de la ligne primitive L, qui appartient dès 
lors à une sphère concentrique au cône 5 et Tinclinaison de la 
droite qui mesure celte distance sur la droite, transformée de 
la ligne géodésique primitive, représente Tinclinaison constante 
du rayon de la sphère aboutissant à un poinl quelconque de 
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la ligne primitive sur la taiigenie correspondante de la dëve* 
loppée. 

3''. hes déyeloppée& d'une hélice sphérique Jorment une 
série de lignes géodésiifues d'un cône de révolution^ (f^oir 
ci-après, chapitre III.) 



CHAPITRE IH. 

ÉLÉSCEHTS OV G^OHÉTRIE SPBÉRIQUC IlfFINITÉSIMALB. 



L 

De tare de grand cercle tangent à une ligne sphérique^ 

18. Une ligne sphérique quelconque, appartenant à une 
sphère de rayon i, étant représentée par une équation entre 
les coordonnées polaires sphériques p et w : Pinclinaison V 
sur le rayon vecteur p de Tare de grand cercle tangent au 
point correspondant de cette ligue-, la sous-tangente et la sous- 
normale , seront définies par les équations 

(i) tangV=-7i:, 

P 

2 tang(S.T) = — /, 

(î) tang(S.N.) = p'=^.. 

La première peut être employée dans la recherche des liai- 
sons qui doivent exister entre dçux courbes conjuguées, égale- 
ment inclinées sur chacun des rayons vecteurs issus d'une 
même origine. On aura, en effet, pour ces deux courbes , 



ungV=±tangV,, 4- = =^^, 4£-=±4^; 

^ smp smp, smp smp, 



d'où 



L, lang.^ = ± L. tang -' H- L. G. , 

3 ^ 



^ 
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OU 

tang- ) = constante. 



(a) tang ^ . ^tang ^' j 



Les lignes sphériques ainsi conjuguées , projetées stéréo- 
graphiquement sur le plan tangent mené par Torigine des 
rayons vecteurs , se transforment suivant deux courbes serti" 
blables, ou suivant deux courbes réciproques. 

Il existe, dans le plan, entre deux courbes réciproques, une 
telle dépendance, que la sous-tangente de l'une et la sous- 
normale de Vautre sont les facteurs d'un produit constant. 
Cette propriété ne se conserve pas dans les lignes sphériques 
correspondantes : car on a , pour ces dernières , 

tang (S. T) . tang ( S, . N,.) = sin p . sin p, . 

49. Une courbe sphérique à plusieurs foyers /i, yi? ...» 
étant représentée par Téquation différentielle 

(4) //î|.é/p, +W2,rfp2 4-. . . = 0, 

la position de l'arc de' grand cercle , normal à cette courbe , et 
formant avec chaque rayon vecteur p un angle positif ou négatif 
représenté par V, sera déterminée par Téquation 

(4') w,.sin V, + W2.sinV2^- . . . = G. 

applications, i . Que la courbe considérée soit une con^ 
choïde sphérique ayant pour base une ligne quelconque, mais 
dont on sache construire l'arc tangent, ou l'arc normal. L'équa- 
tion de cette dernière étant |0 r= (p (co) , Féquation de la con*> 
choïde sera 

Pi=zp ■+- constante , 
d'où 

La conchoïde et la courbe qui lui sert de base ont par consé- 
quent même sous-normale [voir la formule (3)]; et ce résultat 
renferme la construction de l'arc normal, à laquelle conduit 
aussi la théorie des centres instantanés de rotation. 

2. Que la courbe considérée soit la podaire pp' d'une 
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ligne aa' par rapport à Forigirie O. Si Ton considère la 
courbe aoi* supplémentaire de la ligne aa\ ou reconnaît aisé- 
ment que la supplémentaire et la podaire sont, relativement 
à Vorigine O, deux courbes à rayons vecteurs complémentaires. 
Leurs perspectives sur le plan tangent en O, le point de vue 
étant au centre de la sphère, sont donc par rapport à Torigine O 
deux lignes à rayons vecteurs réciproques ^ et les perpendicu- 
laires abaissées de Torigine sur les tan- 
gentes en des points correspondants de ces 
lignes sont également inclinées sur le 
rayon vecteur commun. La même pro- 
priété subsiste donc sur la sphère, et les 

arcs de grand cercle o^, oh^ abaissés de 
l'origine perpendiculairement sur les arcs 
tangents eu p et en a aux lignes pp' et aa', sont également 

inclinés sur le rayon vecteur comme pooL, Mais le dernier de 

ces arcs perpendiculaires est le prolongement de Tare oa : 
donc, sur la sphère, comme dans la plan, le rayon vecteur de 
la première podaire pp' divise en parties égales V angle formé 
par les rayons vecteurs de la ligne prifniti\^e Aa' et de la 
seconde podaire qq'. Si la ligne primitive se réduit à un point, 
la podaire est FelTipse s[)hérique décrite par le sommet de 
rangfe droit d'un triangle rectangle, construit sur une hypo- 
ténuse fixe. 

3. L'arc normal à la courbe à plusieurs foyers représentée 
par Téquation 

(c) mi cos p, -f- m 2 ces p2 -f- . . = constante, 

ou 

I 

Wjsin pi.^p, H- /«2sinpa.</pj + . . .== o; 

dans laquelle m^^ mt,... désignent des nombres constants^ 
est défini par la formule (4), 

Wjsin p, .smV, -+- Wjsin p^.sinVj 4-. . ."=: o, 
ou • ■ 

(c) w, .sin/7, -f- /Wï.sin/?:4-. • . = o; 
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Pu Pf) ' • • désignant les arcs, perpendiculaires à l'arc normal, 
menés par les foyers /i,yi, ... 5 et sin;?), sin/^s, ... les dis- 
tances, positives ou négatives, des mêmes foyers au plan de 
l'arc normal. L'équation [cf] exprime donc que le plan de l'arc 
normal passe par le centre de gravité G des masses mi, mt, . . . 
placées respectivement aux foyers/i, yi, ... 5 ou que l'arc nor- 
mal lui-même passe par un point fixe g^ extrémité du rayon 

cGg : et la courbe représentée par r équation (c) est un petit 
cercle de la sphère, ce qui est peut-être un théorème nouveau. 
Remarque. On peut parvenir directement à ce dernier 
résultat, en remarquant que le premier membre de l'équa- 
tion (c) représente le moment^ par rapport au plan du grand 
cercle ayant pour pôle un point quelconque de la courbe con- 
sidérée, d'une masse jut= m^-l- /nj-|-. . . placée au centre de 
gravité G des masses Wj, m,, . . . distribuées aux divers foyers 
f\t fi^ • • • • ï* distance du centre de gravité à ce plan est donc 
constante; ce plan roule sur un cône de révolution autour de 
l'axe cG •, le grand cercle qu'il détermine sur la sphère a pour 
enveloppe le petit cercle qui sert de tase à ce cône; et la courbe 
primitive enfin, ayant pour supplémentaire un petit cercle, est 
elle-même un petit cercle. 

4. Proposons-nous enfin, comme dernière application, de 

construire l'arc normal à la 
courbe CC'décri te par le som- 
met libre d'un triangle ABC,, 
d'aire constante, construit 
sur une base fixe AB. C, C!' 
étant deux points infiniment 
voisins de la courbe considé- 
rée, les triangles infinitési- 
maux ACC, BCC sont équivalents, et Ton a 

(1 — ces AC)^a = (i — cosBC) fl?p. 

On trouve d'ailleurs, dans chacun de ces triangles, 

sinAC.^/arrCC'.cosACN, sin BC.r/p = CCcosBCN, 
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.. 

CN élant Tare normal \ et ^/a, d^ dcsîgnaut les angles infini- 
ment petits CAC, CBC : et Ton déduit de la combinaison de 
toutes ces relations 

1 — cos AC ^ ^„ I — ces BC _ _^ 

— T—rTT- cos ACN = . -^ cosBCN, 

sinAG smBG 

ou 

AC BC 

(d) tang — • cos ACN = lang — cos BCN. 

Or, si Ton prolonge les arcs AC, BC jusqu'aux points A', B' dia- 
métralement opposés à A et à B, et si on désigne par a et |3 les 
points mi lieux des arcs CA', CB' •, Téquation précédente pourra 
être remplacée par celle-ci : 

.,,. cosaCN _ cospCN 

^ ^ tangaC ~ tangpc' 

qui exprime que Tare normal CN passe par le point de cou- 
cours des arcs menés par a et |3 perpendiculairement aux arcs 
CA', CB'; ou parle pôle du petit cercle dç la sphère déterminé 
par les deux points fixes A', B' et par le point C, Et il résulte 
de là , non-seulement la solution du problème proposé , mais 
fencore la détermination de la nature de la courbe considérée , 
ou la démonstration du théorème de Lexell. On voit, en effet , 
que la courbe considérée et le cercle A'B'C sont tangents Fuii 
à l'autre en C : cetle courbe ne peut donc être qu'un cercle dé - 
terminé passant par les points A' et B', ou Tenveloppe d'une 
suite de cercles passant par ces mêmes points ; mais cette der- 
nière hypothèse est inadmissible, puisque Fenveloppe se ré- 
duirait aux deux points' directeurs A' et B'; donc, etc. 

Remarque L L'équation [d) exprime encore que Favc nor^ 
mal en c est perpendiculaire à Varc de grand corde mn qui 
joint les milieux des côtés AC et BC : d'où cette construction 
donnée par Gudermann [Grundriss der ^énalytischen Sphàn'k, 
p. 147) du pôle N du petit cercle : Mener l'arc de grand cercle 
perpendiculaire sur le milieu p de la base donnée AB; et 
prendre sur cet arc , à partir de son point de rencontre q avec 
l'arc mn, une longiœur ^IS égale à un quadrant. 
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Hemarque IL L'interprëtalîon précédente de Téqualion (rf) 
conduit encore à nue première définition des polygones d'aire 
maximum inscrits dans une courbe donnée^ k savoir que Varc 
normal à la courbe circonscrite en chacun des sommets du 
polygone maximum doit être perpendiculaire à l 'arc de grand 
cercle joignant les milieux des côtés adjacents. Il en résulte, 
en particularisant la courbe donnée, que de tous les polygones • 
sphériques^ d'un même nombre de côtés, inscrits dans un petit 
cercle, le polygone régulier est maximum d'aire. Si la courbe 
donnée est. une ellipse sphérique, la dernière définition du 
polygone maximum inscrit parait offrir une tout autre diffi- 
culté, même dans le cas le plus simple où le polygone se réduit 
à un triangle, [f^oir Stpincr, Journal de Mathématiques , 
1841, page 170.) 

II. 

Cercle de courbure ^ cercle osculateur et développée d'une 

ligne sphérique quelconque, 

20. Propositions préliminaires. — Lemme I. Deux petits 
cercles de la sphère étant tangents intérieurement en un 
point i la différence de leurs ordonnées curvilignes correspon- 
dantes, terminées au grand cercle tangent au point commun, 
est un infiniment petit du second ordre, ou du troisième 
[V abscisse commune étant du premier)^ smVant que la diffé- 
rence des rayo/is des deux cerclas est finie ou infiniment petite. 

Démonstration, L'abscisse commune étant du premier 
ordre, l'ordonnée de chaque cercle est du second , et il en est 
de même de la différence des ordonnées, si la différence des 
rayons est finie. D'un autre côté si, l'abscisse commune de- 
meurant fixe, la différence des rayons décroît indéfiniment, la 
nouvelle différence des ordonnées décroîtra de même indéfini- 
ment; et son rapport à la différence primitive, déjà du second 
ordre, tendra vers zéro : ce qui veut dire que cette nouvelle 
différence est du troisième ordre. 

Lemme IL Étant donné un arc injintment petit a Mb 
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d*une courbe sphérique quelconque^ il existe toujours entre 
les extrémités de cet arc un point IM tel, que Varc de grand 
cercle normal à la courbe en ce point soit perpendiculaire à 
Varc de grand cercle ab qui réunit ses extrémités. En outre, 
la distance de ce point Mal *arc ab est du second ordre ; et 

le grand cercle joignant le point M au milieu de la corde ab 
fait avec l *arc normal en M un angle nul, ou fini, mais tou- 
jours différent d'un droit. 

Démonstration. Abaissons d'un point m de Tare consi- 
déré amM.b un arc de grand cercle perpendiculaire sur la 

corde ab , et menons par ce jnênie point un arc de grand cercle 

tangent à la courbe en ce point, et dirigé dans le sens ab, La 
longueur du segment intercepté par ces deux arcs sur la 

corde ab est très-voisine d'une demi-circonférence, ou de 
zéro , quand le point m est très-voisin de Torigine a , ou de 

l'extrémité b\ et elle varie d'ailleurs 
d'une manière continue si le point 
m décrit lui-même Tare aMb d'un 
mouvement continu. Le segment iq- 
tercepté sera donc exactement égal à 
un quadrant, pour une certaine position intermédiaire M du 
point décrivant *, et à cet instant Tare normal à la courbe en M 

coïncidera avec l'arc perpendiculaire à la corde ab. D'ailleurs 

la distance de ce point M à la corde ab est évidemment du 
second ordre ^ et Tare qui mesure cette distance forme avec 

celui qui joint le point M au milieu de la corde ab un angle, 
nul ou fini, mais toujours différent d'iin droit. Cet angle, en 
effet, esfrigonreusement nul quand la courbe est un cercle, et 
ne peut être supposé droit quand la courbe est quelconque : 

car ce serait admettre que l'arc tangent en M coupe la corde ab 
entre ses extrémités. 

21. Cercle' de courbure géodésique. On appelle courbure 
séodcsique totale d'un arc déterminé d'une ligne sphérique, 
l'angle exténeur formé par los arcs de grand cercle tangents 
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aux extrmuités de cet arc , ou Tare qui mesure cet angle dans- 
la circonférence de rayon i ; courbure ^éodésique moyenne du 
même arc, le rapport de la courbure totale à la longueur de 
Parc, et enfin courbure géodésique de la ligue considérée, en 

chaque point de cette ligne, la limite -^ vers laquelle tend la 

courbure moyenne d'un arc variable de cette ligne, ayant pour 
origine fixe le point considéré et décroissant indéfiniment. Si 
la ligne considérée est un petit cercle de la sphère, la courbure 
géodésique moyenne d'un arc quelconque est constante, et me- 
surée par î désignant le rayon sphètique du petit cercle. 

On appelle enfin cercle de courbure géodésique en un point 
d'une ligne spliérique le petit cercle de la sphère tangent à 
cette ligne en ce point, situé du même côté par rapport au 
grand cercle tangent, et ayant même courbure que cette ligne 
en ce point. Le rayon sphérique B de ce cercle est donc défini 
par l'équation 






tani; ô ds 



'O 



ds désignant l'arc élénienlaire de la ligne considérée, et <?., 
l'angle extérieur des arcs de grand cercle tangents aux extré- 
mités de cet arc, ou Y angle de contingence géodésique ; et le 
pôle de ce cercle est appelé le centre de courbure géodésique^ 
ou le centre de courbure sphérique de cette ligne, pour le point 
considéré. 

Théorème I. Le centre de courbure sphérique d'une ligne 
en un de ses points coïncide avec la limite du point d'inter- 
section de l'arc de grand cercle normal à la ligne en ce point , 
et d'un second arc normal, infiniment voisin du premier. 
Démonstration» Deux arcs tangents infiniment voisins et 

les arcs normaux correspondants forment 
un quadrilatère sphérique bireclangle 
oalb^ dont l'aire est mesurée par Tune 

ou 1 autre de ces expressions o — e ^ 

o (i — coso^) : la première exacle; et la 
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seconde supposant Tomission des infiniment petits du second 
ordre, e*. On a donc 



{«) 


^*^ = . cosoa -+- «^ ; 


d'ailleurs 


^ 




fis ' — ab — o,sinoa -h «' , 



et Ton déduit de ces deux relations 

hm ; = -f = -, 

tang<?o as tangO 

ou 

Mm ao = 6. c. q. f. d. 

On peut encore établir cette proposition en remarquant que 

les prolongements des arcs ao^ bo sont normaux en a^ et &' à 
la ligne a' b' supplémentaire de la proposée ai, et que l'arc 
élémentaire a'b' de la supplémentaire mesure Tangle de con- 
tingence géodésique correspondant e^ de la proposée. On a 
donc 



^g 


= 


a'b' 
ab 


ss 


sin oa' 


= 


cos oa 


■ — 


I 


ds 


sinoa 


sin oa 


tango/i 



92. Le cercle osculateur en un point a d'une courbe sphé- 
rique aie étant, par définition, la limite d'un cercle variable 
passant constamment par ce point et par deux autres i et c de 
la courbe infiniment voisinsdu premier, le cercle osculateur 
en chaque point d'une ligne* sphérique coïncide avec le cercle 
de courbure sphérique au même point, et c'est ce qui résulte 
du théorème suivant. 

Théorème U. Le pôle du cercle osculateur [qui est éi^i- 
(îemment un petit cercle de la sphère) coïncide auec la limite 
du point d'intersection de deux arcs normaux infiniment 
voisins. 

Démonstration. Soient o le pôle du petit cercle passant par 
a^h ^ c\ m ei n les milieux des arcs de grand cercle ab et ic; 
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M el N les points des arcs ab et bc de la ligne considérée, 

pour lesquels, suivant le Lemme II, les 
arcs normaux MfJi, Nv sont perpendicu- 
laires aux cordes ah et bc\ O le point 
d'intersection de ces arcs , et w le point de 

rencontre de NO et de/no. 
^ ^ Les angles /wM/x, nNv étant différents 

d'undroît, et Mfjt,Nvétantdu second ordre, 
il en est de même de mit.^ nv. Il en résulte que les segments 
O t«), ow sont du premier ordre, ainsi, par suite, que la dis- 
tance Oo, Le point de rencontre de deux arcs normaux consé- 
cutifs et le pôle du cercle variable abc sont donc infiniment 
voisins, et les limites de ces points coïncident, c. q. f. d. 

On peut encore regarder le cercle osculateur comme la limite 
d'un cercle variable tangent en ^ à la courbe considérée , et 
passant par un autre point h de la courbe y infiniment voisin 
du premier. Conservons, en effet, la même figure^ et menons, 
en outre, Parc normal en a qui rencontre en I et îles arcs 

MfxO, mo. On reconnaît encore que le segment \i est du pre- 
mier ordre ^ ou que le pôle i du cercle variable dont il s'agit 
est infitiimetit voisin du point de rencontre I des arcs normaux 
eti a et M; et, par ^uite, que les limites de ces poitits coïn- 
cident. 

Théorème IIL Une ligne sphérique ab et là cercle oscula- 
teur de cette ligne en un point a étant rapportés au grand 
cercle tangent en ce point, la différence des ordonnées cur- 
i^ilignes des deux courbes est du troisième ordre, r abscisse 
commune étant du premier. 

Démonstration. Considérant le petit cercle, de pôle /, tangent 
à la courbe en a et passant par le point b ; menons au point b 
de ce cercle l'ordonnée bp rencontrant en A' le cercle oscula- 
teur de la courbe au point a. Les deux cercles ab^ et ab étant 
tangents en a et leurs rayons étant infiniment peu différents 
puisque, d'après le théorème précédent^ le premier eslla li- 
mite du second^ le Lemmo I est applicable, et la différence èfe' 

3 
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de leurs ordonnées est du iroisième ordre. Or, le point b appar- 
tenant à la courbe primitive elle-même, fci' est aussi la dîfTé- 
rence des ordonnées de la courbe et du cercle osculateur; et le 

tbéorème est démontré. — La réciproque est vraie et s'établit 

« 

aisément. 

23. Théorème IV. Chacun des arcs normaux à une courbe 
sphérique quelconque est tangent à la développée sphérique 
de cette ligne, c'est-à-dire à la courbe Jormée par les intersec- 
tions successives des arcs normaux à cette ligne ^ et Varc élé- 
mentaire de la développée est égal à la différence correspon- 
dante des rayons de courbure sphérique de la ligne primitive. 
Démonstration, Soient a^ b^ c ^. . ., de» points successif» 
pj jg de la ligne primitive, et o^o*...^ les 

points d*intersecliaii des arcs normaux à 
cette ligne en a el b ^ enb et e ^ etc. 

Soient, eu outre, a la limite de o quand 

on suppose que, a étant fixe, b se rap- 

proche indéfiniment de a ; (3 la- limite de 

o' quand on suppose que, b étant fixe, c se 

rapproche indéfiniment de b , etc., et soît 
aj3 la courbe formée par tous ces points limites, ou la déve- 
loppée. 

• 

i). Si l'on abaisse l'arc a /? perpendiculaire sur ^ob, on a 
dans le triangle opa^ 

cLp = oa.sino. 

Or le segment oa est du premier ordre, puisque le point a est, 
par définition, la limite du point o; il en est de même de 
Tangle o, puisque les points ae\.b sont infiniment voisins; la 
distance ap est, par suite , du second ordre; et ce résultat 
suffit pour établir que Tare ^b est tangent en ^ à la courbe a^, 
dont l'arc a p est d'ailleurs du premier ordre. 

2). En second lieu, la différence des arcs oa et ob étant au 
moins du second ordre (on peut, en effet, établir qu'elle est du 
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troisième) , on peut poser, en négligeant les infiniment petite 
de cet ordre ,. 

7b — na = Oy ou (pb—po) — (art -+- oaj) =r o ; 

du encore 

ou enfin 

dfT = arcap z= d^<, 

en remplaçant ao + oj3 par son égal, au troisième ordre 
près, arca|3. 

CoROLLÀiftE. Un arc fini quelconque a'k de la déi^eloppée, 
correspondant à l'arc al de la ligne primitii^e, est égal à la 

différence IX — a a des rayçns de courbure sphérique de cette 
ligne en ses extrémités a ef I. De plus , Concevant un fil pan- 
tiellement enroulé sur la dét^eloppée aï, et dont l'extrémité 
coïnciderait actuellement a^ec le point a , et déroulant ce fil^ 
la portion libre sera toujours dirigée suivant un grand cercle^ 
et son extrémité méfiant cot'ncider sucisessiuemeni as^ec les 
points a , b ^ . . . , décrira la ligne primitis^e tout entière^ 

24. Rayons de première et de seconde courbure d'une ligne 
sphérique^ relation entre ces rayons y et représentation géo>^ 
métrique du rayon de seconde courbure^ 

Notation. Nous désignerons, dans tout ce qui suit^ les an* 
gles de contingence et de torsion en chaque point d'une ligne 
sphérîque par les lettres e et A ; Tare élémentaire par ds^ les 
rayons de première et de seconde courbure par r^ et rj, et, 
comme précédemment, Fangle de contingence et le rayon de 
courbure géodésiques par e^ et r^ ; enfin la lettre désignera 
l'inclinaison du plan osculateur sur le plan tangent à la sphère 
au même point. D'ailleurs , quand nous aurons à considérer, 
en même temps que la ligne primitive , sa développée sphéri- 
que, nou^ désignerons les éléments analogues de celle-ci par 
les mêmes lettres accentuées. 

Cela posé , le rayon de première courbure /'i d'une ligne 
sphérique , ou le rayon du cercle osculateur, n'est autre chose, 

3. 
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d'après le Théorème II, que le rayon du cercle de courbure géo- 
désique. Or le rayon sphérique 6 de ce dernier étant défini par 

l'équation 

ds ^ 

rj=--=: tango, 

en a , pour son rayon dans le plan , 

ds , ^ 

(5) r,=: — = sin&; 

les angles de simple contingence et de contingence géodésique 
étant liés par la relation 

(6) e^nrccOSÔ, 

déjà établie d'une manière générale , et dans laquelle Q désigne 
l'inclinaison du plan osculateur sur le plan tangent à la sphère : 
et l'on déduit aussi de ces deux dernières équations , 



^gy 



(5,6) e-\/,ds 

pour Tangle de contingence absolue de la ligne considérée. 

D'un autre côté, la surface polaire relative à une Ifgne sphé^ 
rique. quelconque se réduisant à un cône dont le sommet est au 
centre de la sphère , et ayant pour base sur celle-ci la dévelop- 
pée sphérique de cette ligne , d'après les Théorèmes II et IV, 
l'angle de deux génératrices consécutives de ce cône, ou l'angle 
de torsion de la ligne considérée, est mesuré par l'arc élémen- 
taire de la développée, qui est lui-même égal à dB, On a donc , 
pour le rayon de seconde courbure , 

ds {h dB I 

et si l'on a égard à celte relation^ en dîfférentiant l'équation (6) 
par rapport à 5, il vient 

dri ^ dB cosÔ 

-—=€08 6.-7- = 5 

as as r. 



OU 



dri 

Ta. --- = COSO, 

as 
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dont la combinaison avec Téquation (.5 ) fournit, par Télimina- 
tion de 6, la relation découverte par M. J.-Â. Serret , entre les 
rayons de première et de seconde courbure d'une ligne sphé' 



rique , 



Enfin, si Ton considère^ en même temps que la ligne pro- 
posée /, sa développée sphérîque /', on a déjà vu que Tare élé- 
mentaire de cette dernière mesure Tangle de torsion de la pro- 
posée, et Ton aperçoit aisément que son angle de contingence 
géodésique est égal à l'angle de simple contingence de la pro- 
posée : 

et si Ton divisa ces équations membre à membre , on trouvera 
pour le rayon de courbure géodésique de la développée 



(8) r; = tang©'=:-'. 

Cette équation peut s'écrire 

/ o/x sinô smaa' 

l o ,; Ta =: rr ) 

tango' tanga'<2'' 

a, a', rt" désignant trois points correspondants de la ligne pro- 
posée, de sa développée et de la développée de celte dernière ; 
Fig. 17. et comme le triangle rectangle aa^a" four- 

nit la relation 




cota^ aa" = 



ûnaa' 



f ^11 



a' 



tàn^a'a 

on a 

1 

r2= cota^aa". 

Ainsi, en chaque point d*une ligne sphérîque ^ le rayon de 
seconde courbure est mesuré parla tangente trigonométrique 
de r inclinaison^ sur celte ligne y de ïarc de grand cercle qui 
joint le point considéré' au centre de courbure sphérîque cor- 
respondant de la dév^eloppée. 



\ 

\ 



\ 
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25. Théorème V. Une ligne sphérique dont la première 
courbure [courbure absolue^ ou courbure géodésique) est con- 
stante^ est un petit cercle de la sphère. 

Démonstration. Le rayon de première courbure étant con- 
stant, il résulte de la formule (6) que l'inclinaison du plan 
osculateur de la ligne considérée sur le plau langent à la sphère 
est aussi constante : donc, le plan osculateur de cette ligne est 
un plan (i^ce , et cette ligne est un petit cercle ; ou bien le plan 
osculateur roule sur une sphère concentrique à la première , et 
d'un rayon égal à cosd. Mais, dans cette seconde hypothèse, 
Tintersection de deux plans osculateurs successifs serait tan- 
gente à la sphère intérieure, et Ton sait, au contraire, que 
cette intersection est tangente à la ligne considérée et, par suite, 
à la sphère extérieure : cette hypothèse est donc inadmissible , 
et le théorème se trouve établi , • 

26. La détermination de la ligne sphérique dont la seconde 
courbure est constante , présente de plus grandes difficultés. 
La représentation sphérique de r,, que nous avons indiquée 
dans le n^ 24, conduit cependant à une propriété de cette ligne, 
qui peut être utile pour sa définition ultérieure : à savoir que 
le grand cercle joignant un point quelconque de cette ligne 
hu centre de courbure sphérique correspondant de sa déi^e^ 
loppécy coupe la ligne proposée sous un angle constant. 

U résulte encore de la définition même de cette courbe et des 
liaisons qui existent entre une ligne sphérique quelconque et 
sa développée, que un arc quelconque de la courbe est pro' 
portionnel à Varc correspondant de sa développée sphérique. 
Cette propriété , ou la relation équivalente 

sinâ 

-. = constante, 

tangQ' ' 

se transforme ,' à la limite, quand le rayon de la sphère aug- 
mente indéfiniment, en celle-ci 



constante, 



F 

p et p' désignant les rayons de courbure de la courbe plane 
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transformée et de sa développée ] et cette équation représente 
une spirale logarithmique. Or, la loxodromie sphérique se 
transformant aussi en une spirale, dans les mômes circon- 
slances, la possibilité de l'identité de ces deux lignes sphéri- 
ques résulte de cette analogie. Mais nous verrons un peu plus 
loin que Texpérience contredit cette induction, et que la ligne 
sphérique dont la seconde courbure est constante n'est pas 
une loxodromie. 

Observation, On vient de supposer que « la relation 
^= constante ayant lieu entre les rayons de courbure cor- 
respondants d'une ligne plane 1 et de sa déi^eloppée 1', cette 
ligne est nécessairement une spirale logarithmique. Cette 
proposition, que nous aurons d'ailleurs à employer dans la 
suite, peut être établie en quelq^es mots de la .manière sui- 
vante : 

Si l'on désigne par a , a', a", trois points correspondants de 
la ligne /, de sa développée /' et de la développée l" de cette 
dernière, la relation donnée exprime d'abord que Thypoté- 
nuse aa" du triangle aa'a" coupe la ligne / sous un angle 
constant. D'ailleurs les éléments correspondants des deux 
lignes /, V étant, par suite de la même relation, dans un 
rapport constant, les lignes /, /' sont semblables, leurs élé- 
ments homologues étant rectangulaires.. Enfin la ligne V étant 
semblable à la ligne / est , comme celle-<;i , semblable à sa 
développée l"^ les éléments homologues de ces deux lignes étant 
encore rectangulaires. Il en résulte que les lignes /, l" sont 
semblables entre elles et semblablcment placées. Donc la 
droite aa"y qui joint deux points homologues de ces lignes et 
qui coupe déjà la ligne / sous un angle constant, passe par un 
point fixe o, centre de similitude de ces lignes \ et la ligne / 
est une spirale logarithmique. 

27. Théorème VI. Toute hélice sphérique est une dévelop- 
pante d'un petit cercle de la sphère. 

Première démonstration. Pour que la ligne considérée soit 
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une hélice sphérique, il faut et il suffit, d'après un théorème 
dû à M. Bertrand , et que nous établirons plus loin , que le 

rapport de ses deux courbures ~ demeure constant , ou, 

d'après la formule (8), que le rayon de courbure sphérique 6' 
de la développée demeure constant : ce qui exige que cette 
développée soit un petit cercle, la courbe considérée étant dès 
lors une développante de ce petit cercle. 

Deuxième démonstration. On peut parvenir autrement à 
ce résultat en remarquant que la courbe formée par les extré* 
mités des arcs de grand cercle tangents à une ligne sphérique 
quelconque, et égaux à des quadrants, peut être regardée 
comme le lieu des extrémités des rayons de la sphère parallèles 
aux tangentes de cette ligne : si donc cette dernière est une 
hélice, la courbe auxiliaire sera un petit cercle de la sphère. 
Or, on reconnaît aisément que la développée sphérique de la 
ligne primitive et la courbe auxiliaire sont, dans le cas géné-> 
rai , deux lignes supplémentaires, ayant par suite même déve- 
loppée; et comme, dans le cas actuel, la développée de la 
courbe auxiliaire se réduit à un point, il en est de même de la 
développée seconde de Thélice sphérique, et la première déve- 
loppée de cette ligne se réduit à un petit cercle de la sphère, 

c, Q. F. D. 

Enfin, on parvient encore à ce résultat par les considéra-, 
lions ordinaires, en remarquant que la surface polaire relative 
à la ligne cherchée est un cône concentrique à la sphère, et 
ayant pour base sur cette dernière la développée sphérique de 
celte ligue. Or la ligne considérée étant une hélice, le cône, 
qui en est la surface polaire, est de révolution; et sa base sur 
la sphère, ou la développée sphérique de Thélice, est un petit 
cercle. 

28. Expressions dix^erses du rayon de courbure géodésique 
d^une ligne sphérique. 

i). Soit une ligne sphérique quelconque aûj dont chaque 
point est défini par sa distance sphérique p à un point fixe A, 
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pris sur la surface de la sphère, et par l'angle on que le grand 

cercle qui mesure celte distance fait avec le grand cercle 

Fig. i8. fixe Ax. Menons les rayons vecteurs sphé- 

riques Aa = p, Aai = p -h dp^ ainsi que 
les arcs de grand cercle at^ a^t tangents 
à la courbe en a , aj ; décrivons, du point 
A comme p6le, Tare de petil cercle a a et 

menons les rayons ca, ca, de ce cercle; 
désignons enfin par V et V-+- d\ les an- 
gles aigus sous lesquels les arcs A a, A^i coupent la courbe 

en A, Ai; etpar don Tangle aAa^ ou son égal acoL, 

Le triangle aoca^ , rectangle en a, donne d'abord pour l'arc 
élémentaire de la ligne considérée 




(") 



th 



= \/dp 



4- d(a sin'p ; 



la substitution de la portion de zone A a a au quadrilatère 
sphérique Aata^ et Tévaluation directe de l'aire de ce dernier 
fournissent ensuite l'égalité 



ou 



{*) 



(i — co%^)dtd =^oi> -h^V — Cgy 



Cg = rf V -+- rfw . cos p. 



Cela posé, si Von prend d'abord l'angle w pour variable in^ 
dépendante, on aura, comme on sait, 



tang V = sin p : ^ = sin p : p', 



d'où 



dV 



J2 



(ti 



p'-cosp — p smp 

sin'p 



Cette valeur, substituée dans la formule {b), donne la valeur 
du rapport -^^5 et comme la formule (a) fournit l'expression 



ds 



du rapport — » en divisant ce rapport par le précédent on 
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trouve enfin 



3 



g) r-=Ung0= — n= ^ ^ ; ^ ' -— 

^ ' ^ Cg cosp.sin'p -i- ap^cosp — p sinp^ 

Supposons, en second lieu, que l'on prenne Varc s pour 
"Variable indépendante, on aura dans le triangle aixoi 

C0SV=4^=:p', 

as ^ 
d'où 

tiy P^ 

fis "^ v^i — p'^' 
On déduit d'ailleurs de la formule («), 

a^ siop 

et si l'on porte ces valeurs dans l'équation (A) , préalablement 
divisée par ds, on trouve 

/ /v ^ sinp^i— p" 

(o') r. = tangO=r; -^ ^ „ , . 

^^^ <r b (i — p'»)co8p — p'^sinp 

2). Enfin, en désignant par/7 Tare de grand cercle abaissé 
de Torigine des rayons vecteurs sur Tare tangent au point a 
de la ligne considérée , et regardant p et p comme formant 
un système particulier de coordonnées, on a, en généralisant 
une formule d'Euler, 

9 r^ = tange==— 4— i-. 

^^ ' ff o d,%inp 

Pour établir cette formule le plus simplement possible, sub- 
^»8- '9- sti tuons à la courbe considérée son cercle 

osculateur en a , dont le pôle est a' •, me- 
nons A a', posons aa'=6 et Art' = a. 
^ Le triangle rectangle Apa donne 

sinp = sin p .sin A ap = sin p cos A «n ; 
et si Ton substitue cette valeur dans la formule 

cos a = cos 0. cos p 4- sin 0. sin ^ . cos Aaa\ 




# 
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fournie par le triangle Âaa', il vient 

cosarr cosO.cosp -h sinÔ. sin/7 ; 
d'où 

cos9.sinp.^p= sinO.^sin/?, 

ce qui est la formule énoncée. 

On peut encore établir directement cette formule en abais- 
sant les arcs A^, A/7i , perpendiculaires sur les arcs tangents 
en a , aj , et dont le second rencontre en q l'arc tangent en a , 
de manière qaepi(j=:iip. Les triangles infinitésimaux Aaa^ , 
^PiÇ^ et le triangle rectangle Apa fournissent les relations 

dp I siu api s\n ap 

COSV Cg pxq dp 

. ^^ „ sinp sînV „ sinp.cosV 

%\ï\ap =. lang/?.cotV=r — • cotV= — ? 

co&p cosp 

dont la multiplication membre à membre donne, après sim- 
plification , la formule cherchée 

ds sin p.dp éin p . dp 

Cg cosp, dp d.sïnp 

Remarque Tl La formule (9) ne diflère que par la notation 
de Tune des formules données par Gudermann sur cette ma- 
tière (Grundriss der anatytischen Sphàrîk, page 34). 

Remarque IL La formule {9'') suppose que l'origine des 
rayons vecteurs soit située du même côté que la ligne sphé- 
rique elle-même, par rapport au grand cercle tangent à cette 
ligne au point considéré. Elle devrait s'écrire 

/ I//X ^ sinp.rfp 

(9") .,= ung9 = -^ 

dans le cas contraire. 

29. Application des formules précédentes à Peltipse et à 
la loxodromie sphériques. 

i). Supposons d'abord V ellipse sphérique rapportée à son 
centre o; et concevons l'ellipse plane également rapportée à 
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son centre, qui on est la perspective sur le plan tangent en o, 
le point de vue étant au centre de la sphère : la considération 
de cette dernière, si utilement employée déjà par M. Borgnet, 
dans son excellent Essai de géométrie analytique de la sphère 
(Tours, 1847), <lc^^>^^ nous dispenser de tout calcul nouveau, 
par l'emploi des formules bien connues relatives à l'ellipse 
plane. L*équation de celle-ci, suivant le9 coordonnées particu- 
lières r et py est 

p^i^à^ ^ b^ ^ 1^) = a^ h\ 

a, &, r et p désignant les demi-axes de Tellipse plane, ou les 
tangentes trigonométriques des demi-axes de F ellipse sphérique; 
le rayon vecteur d^un point quelconque de la courbe, et la dis- 
tance du centre à la tangente en ce point. On aura donc, pour 
Tellipse sphérique rapportée aux coordonnées analogues pei p^ 

Téquation 

tang'/?(fl' -+- 6* — langV)=«'^% 
ou 

(c) sin'y?(û'^'H- «'-f- 6'— tang^p) = û'A' : 

de là, en difTérentiant et appliquant ensuite la formule (9''), 

(«*^' + a'-f- b^^^ tan^'*p)d.smp — sin/^.taogp. — ^- = 0, 

sinp.r/p ( «2 ^' -4_ fl» 4- ^2 — tang'p)cosV_ «'^'cos'p 

fi.sinp sin/7 sin'/? 

(10) r-= tangO z=za^b^.-r-r-- 

'^ ^ sin^p 

A l'extrémité de l'un des axes, de l'axe aa, par exemple, la 

formule devient 

_ ^' ___ tang' p 

^»* a tanga 

a). Supposons, en second lieu, V ellipse sphérique rap^ 
portée à tun de ses fojers f , pris pour origine^ et cherchons 
d'abord son équation entre les coordonnées p et p. 

On a 

s\r\p = sin p . sm V = sin p . cos / = sin p cos 5 



r 
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V et i désignant les angles complémentaires que forme lé rayon 

vecteur //w avec l'arc tangent et l'arc normal en m : le tri an- 
gle ^m/' donne d'ailleurs la relation 



• ^r f'nf' ^ Ain (a -4- 7) sin fa — 7) 

Sm V = ces = i / : : ; 

/j\ I 2 V smpsinp' 



^ / sin(a + 7)sip(a — 7) 



sinpsin(2a* — p) ' 
et Ton en déduit, pour l'équation de l'ellipse. 



{e) sin'/> = sin(a-h7)sin(a — 7). — 



smp 



sin^aa — p) 



le grand axe et Texcentricité de la courbe étant représentés 
par aa et 2 y. 

Différentiant cette équation, et ayant égard à la formule (9''), 
il vient d'abord 

2sïnp,dsmp = sin (a -+-7)sin(a — 7) 

sin (2 a — p) cosp -f- sinp cos{2 et — p) 

sin* ( 2 a — p) ' 

^__ sin 2 a . sin (a -{- 7) sin (a — 7) 

~ sin' (2 4 — p) " ^* 

sinp.É^p 2 sin p sin/7 sin' (2 a — p) 

^ d. sinp sin 2a . sin (« + 7) . sin (a — 7) 

De là enfiu) en remplaçant sinp par sinp sin\^ et utilisant la 

formule {d)y 

. _ sin' (a H- 7) sin» (a — 7) 

51 sin V ^ ^ ~ 

. 2sinV.sin'p.sift'(2di — p) sm* V ■ 

sin 2 « sin (a H- 7) sin (oi —7) sin 2 a .sin ( â -+- 7) sin (a — 7) 

où 

/• \ L A 2 sin (a -h 7) sin (a -—7) i 

(11) r^ = tangÔ=-— i M ^' ^^ -t-rt/ 

sin 2 a sm* V 

On peut d'ailleurs introduire datis cette formule l'arC nOr- 
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mal mn = N terminé à l'axe focal fj*. Car si Ton désigné 
par n la bissectrice de Tangle intérieur m d'un triangle recti^ 
ligne fmj\ par r et /' les.côtés adjacents, on démontre aisé- 
ment cette formule 

n n m 

- -t- - = 2 ces - ; 
r r 2 

et en regardant ce triangle comme la perspective sur le plan 
tangent en m du triangle sphérjquey>w/', on en déduit pour ce 
dernier 

tangN_^_jangN_ .^^^ 

tangp tang(2a — p) 

d'où, par des transformations successives, 

tangN9in(p H- 2a — p)=ungN sin 2a = 2sinVsinp sin(2« — p) ; 

ou, en multipliant par sinF el remarquant que 

sinpsin(2a — p) sin'V = sin (a -h 7)sin(a —7), 

d'après la formule [d] , 

. 2sin(ct-4- 7)sin(a — 7) 

langN.smV = ■ r-^ ^ ^ 

® sin 2 a 

qui, combinée avec la formule (11), nous donne enfin 

/ V ^ tongN tangN 

(12) tang ô r= -t-tt; = — ^. 

^ ' ^ sm^'V ces'/ 

Bemarque L Le produit tangN. sin Y étant constant, il ré- 
sulte de la formule (11) que le rayon de courbure géodésique 
en chaque point d'une ellipse sphénque est proportionnel au 
cube de la tangente trigonom étriqué de la portion de Farc 
normal à la courbe en ce point ^ terminé à Vaxe focal. 

Remarque 7/. La formule (12) démontre immédiatement 
cette construction du centre de courbure géodésique de Fellipse 
sphérîque, à laquelle j'étais parvenu par d'autres considéra- 
tions (*) t Parle point de rencontre de l'arc normal et de 



(*) Des Méthodes en Oêoméirie, pa^jc 87. (lV1aîlel-Bacii(»ïi>r, i855.) 
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V axe focal ^ et perpendiculairement au premier, mener un 
arc de grand cercle terminé au rayon vecteur qui joint Vun 
des foyers au point considéré^ et élet^er, par son extrémité^ 
un arc de grand cercle perpendiculaiî*e au rayon vecteur et 
rencontrant Parc normal au point cherché, 

3). La ligne aai étant udc loxodromie ayant pour pôle l'ori- 
gine des rayons vecteurs, on a, entre le rayon vecteur Aa = p 

d'un point quelconque de la courbe et Tare Ap = p^ perpen- 
diculaire au grand cercle tangent en a^ la relation 

(/) sin/>=:=sinp.sin V , 

d'où 

r/. sin/7 =r sin V . ces p . r/p , 

puisque, par la définition même de la courbe, l'angle V est 
constant; et l'on trouve, en appliquant la formule (9''), 

(.3) tangô = îiîîi£, 

' ° sinV 

ou 

cos A aa^ =z tan^ Ka. col aa'; 

a' étant le centre de courbure géodésique de la loxodromie 
en a {voir la figure de la page 42). Il résulte de cette formule 
que le triangle a A a' est rectangle en A, de sorte que le centre 
de courbure géodésique, en chaque point de ta loxodromie^ 
s^obtient par la même construction que le centre de cour- 
bure de la spirale logarithmique qui en est la projection sté- 
réographique. Mais là s'arrête d'ailleurs l'analogie entre le» 
développées plane et sphérique de ces deux lignes. Gar si le 
triangle aÂ a', rectangle en Â, est supposé rectiligne, Tangle 
Aaa^ étant constant, il en est de même de l'angle Aa^a^ qui 
est précisément égal à V 5 et de là résulte l'identité de la spirale 
et de sa développée^ Mais sî ce triangle est sphérique, l'angle 
Aaa' étant constant et le côté Aa variable, Tangle Aa'a ne 
saurait être constant; et, par suite, la développée sphérique de 
la loxodromie n'est pas souniise au même mode de construc- 
tion que cette ligne elle-même. 



1 
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Si l'on abaisse encore hp^ perpendiculaire sur aa , on aura, 

en posant A a' = p', Ap' =p\ et désignant par 0' le rayon de 
courbure géodésique en a^ de la développée de la loxodromie, 

tang ô' = -^-i-: — p; 

mais on trouve aisément sur la figure 

sinp=: taDgp'.tangVy sin/?':=sinp.co»V, 
d'où 

(/' ) sin/>' = sin V . tang p' ; 

de là , en diiTérentiànt et substituant dans Texpression de 

tang 6', 

sin p' . cod' p' sin 6 . ces' p' 

tango' = — ^. , • = — — -f 

^ smV tangV 

ou encore 

sinô tangV 

tango cos^p 

ff désignant [i;o/r page 87, formule (8')] le rayon de second«f 
courburede la loxodromie. Il résulte de cette dernière formule, 

dans laquelle — p-, est un nombre variable, cette conséquence; 

négative déjà annoncée ( "voir page 38, n° 20) que la ligne 
sphérique dont la seconde courbure est constante nest pas 
une loxodromie 4 

ïïi. 

bes enifeloppes sphériques, 

âO. De l'eni^eloppe sphérique d\ine série d^arcs de grand 
cercle passant par les différents points d'une ligne donnée, 
et coupant cette ligne sous un angle qui demeure constant ^ 
ou qui varie suii^ant une loi donnée. 

Soit I le point d'intersection de deu* ares de grand cerelç 
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infiniment voisins ai^ a^i^ coupant sous les angles a eln-^da 

la ligne sphérique aa^ . Menons les an s de 
grand cercle tangents à cette ligne en a, 
âi, se coupant en t et formant en ce point 
un angle aigu qui est Tangle de contin- 
gence géodésique Cg de la ligne aa^ dont 
nous désignerons Tare élémentaire par ds. 
Le triangle infinitésimal iaa^ donnant la 




relation 



/> fis . sin a 
sin ia 



on voit que la position du point i sera déterminée si Ton par- 
vient à une seconde expression de l'angle/. Or il suffit, pour 
la trouver, de recourir à une méthode déjà employée, en assi^ 
milant d'abord le quadrilatère sphérique iatai à une portion de. 
zone , et en évaluant directement ensuite l'aire 'de ce quadrila^ 
tère. On obtient ainsi Fégalité 



/v> 



/\ 



/ (i — CGC ia) = /■ — e^ — da^ 



ou 



/^ eg-\- da 
cosra 



dont la comparaison avec la relation [a) fournit la formule 
cherchée 



(•4) 



tang ùi = sin a . 



ds 



tf^-h da 



Si l'on suppose , en outre , que par les mêmes points de la 
ligne aai on mène des arcs de grand cercle perpendiculaires 
aux précédents et se coupant en li, on voit aisément que la po- 
sition^limite de leur intersection est donnée par la formule 



(.5) 



tangua r=cos<i 



ds 



Cg-^- da 
a et da ayant les mêmes valeurs numériques et le même signe 

4 



1 
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que dans la formule (i) : nous ferons dans la suite un usage 

irès-fréquent de ces formules. 

Examinons , en particulier, le cas où les arcs ai coupent la 

ligne aai sous un angle constant : da sera nul dans la for- 

ds 
mule (14)9 — représentera la tangente trigonoraétrique de 

Tare aa* normal à la ligne donnée et terminé à sa développée ; 

et Ton aura 

tang/i/ == »in/i.tan{;i7ii', 

ou 

tanga/ = lang aa' . ces iaa^^ 

m 

qui démontre que le triangle laa' est rectangle en 1. Donc, si 
par chacun des points d'une ligne sphérique on mène un arc 
de grand cercle coupcCnt cette ligne sous un angle constant ^ 
le point ou F un de ces arcs touche son env^eloppe s^ obtient en 
abaissant f du centre de courbure géodésique correspondant 
de la ligne proposée , un arc de grand cercle normal à F arc 
considéré. On a, comme on sait, une construction analogue 
pour les courbes planes (Réaumur); et la détermination du 
centre de courbure géodésique de la loxodromie présente une 
application im^erse de cette construction. 

31 . De Cens^eloppe sphérique d'une série d*arcs de grand 
cercle^ dans le cas oit chacun de ces arcs est défini par deux 
de ses points. Rayon de courbure d'une roulette sphérique} 
applications disperses. 

Soit aba' un arc de grand cercle mobile , et supposons que 
son mouvement sur la sphère à laquelle il appartient soit défini 
par les mouvements simultanés de deux de ses points a et b^ 
qui décrivent dans le même temps les arcs très-petits aax et 
bbi : Tare mobile occupant dans Tinstant suivant la posi- 
tion a^bx» La limite du point d'intersection al des deux arcs 
infiniment voisins afe, a^ tj, c'est-à-dire le point où l'arc mo- 
bile ab touche son enveloppe, s'obtiendra (comme dans le cas 
analogue du problème relatif à l'enveloppe plane d'une droite 
mobile) par la comparaison des triangles a'aai, a^bb^ : ces tri- 
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angles donnent, en efTet, 



5i 






sîn a' a 



a' 



bbx .sin6 

^ • 

sin a' b ' 



d'où 



siD^'a aoy sut a 
sin a' 6 bb^ ûnb 



Considérons d'une manière spéciale la rouleite sphérique 
aai engendrée par le point a invariablemenl lié à la ligne i^b\ 
qui roule sur la ligne fixe bb^ ; la ligne fixe, la ligne et le point 
mobiles appartenant à une même sphère : et regardons les lignes 
fixe et mobile comme des polygones spbériques de côtés infini- 
ment petits et égaux deux à deux ; l'angle extérieur de deux 
côtés consécutifs de l'un de ces polygones pouvant être pris, à 
la limite , pour l'angle de contingence géodésîque de la ligne 
correspondante. 

Cela posé, les deux polygones étant actuellement en contact 
suivant les éléments b^b^ b\ b\ le mouvement de la figure mo- 
bile dans l'instant suivant consistera en une rotation s'effec^* 

tuant autour du diamètre o£, 
et en vertu de laquelle le 
point mobile décrira un pe- 
tit arc de cercle aa^^ ayant 
pour pôle le point b ; l'angle 

. décrit afeai étant égal à 6,6 ft', , 

par suite, en posant ba==.p^ 
bbi = b'b\ = ds^ et désignant par r^, r'g les rayons de cour- 
bure géodésique en b, V des lignes fixe et mobile, on aura 




c*est - à - dire à CgàiCg 






d'où 



bb, \rg rg 



SlDjI. 



On voit d'ailleurs que les arcs a6, a, 6, sont normaux à la 
roulette en a^ax\ et que, ces deux arcs allant se couper au 

4- 
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point al ^ la limite de ad est le rayon de courbure spfaérique 
de la roulette en a : nous le désignerons par 6, et nous appel- 
lerons V Finclinaison de l'arc ab sur la ligne fixe bb^. Or, la 
comparaison des formules (b) et (è') donne, en remplaçant 
sîna par i et smb par sinV. la formule cherchée 

(B) ^J!!li_=fl±-L^^, 



sin(G — p) \rg r^ / sinV 

dont nous allons faire quelques applications. 

i). Que Ton considère en particulier la cycloïde sphériqne 
engendrée par un point de la circonférence d'un petit cercle 
de rayon sphérique R roulant sur un grand cercle de la sphère : 
on aura d'abord , en posant r^ = oo , r^ = tangR, 

sin^ sinp 

sin(e — p) sinV.tangR 

Si l'on abaisse ensuite du pôle du petit cercle un arc perpen- 
diculaire sur le rayon vecteur p et divisant ce rayon en deux 
parties égales, on aura dans le triangle sphérique résultant 

sinY= cotR.tang- ? ou sinV.tangR = tang- : 

d'où, en substituant dans la formule précédente, 

sin 9 sin p o . 

-v—r-z \ = — = 2 COS' - = 1 -t- ces ^. 

sm ( ô — p ) û 2 '' 

On déduit de celte dernière 

- sinô(i 4- cosp) 

tango = i-^ ^-^ . 

I — cosp — cos'p 

Cette formule a déjà été donnée par Grudermann [Grundriss 
der analytischen Sphànk^ p. 46), mais sans construction; et 
sous sa forme actuelle elle en paraît, en effet, peu susceptible. 
Toutefois, si l'on calcule au moyen de cette formule la valeur 
de tang(0 — p), on trouve, toutes réductions faites, cette 
équation très-simple : 

(jf.) tang(Ô -'p) = sinp, 
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qui conduit à la construction suivante : Sur le rajon vecteur 
sphérique p, qui joint le point décrivant au point de contact 
actuel du cercle mobile sur le grand cercle Jixe, construire 
un triangle rectangle dont V angle droit soit adjacent au 
point de contact, F angle adjacent au point décri\^ant étante 
de 45 degrés^ et rabattre le second côté de Pangle droit, de 
ce triangle sur le prolongement du premier^ rextrémité de cet 
arc rabattu est le centre de courbure sphérique de la cycloïde, 
au point considéré. 

2). Considérons encore, avec BernoulH et Clairaul, fépi- 
vycloïde engendrée par un point d'un grand cercle de la 
sphère roulant sur un petit cercle fixe. 

Le lieu des intersections successives du grand cercle mobile 
est ici, abstraction faite du petit cercle directeur, un petit 
cercle symétrique du premier par rapport au, centre de la 
sphère 5 et, comme le grand cercle mobile représente, dans 
l^une quelconque de ses positions , le grand cercle normal à 
Tépicycloïde ou le grand cercle tangent à sa développée, on 
voit que cette développée est un petit cercle de la sphère : et 
l'épi cycloïde elle-même, d'après un théorème démontré, est 
une hélice sphérique dont Y axe est perpendiculaire au plan du 
petit cercle directeur, c'est-à-dire une courbe rectifiable^ 
comme toutes les hélices. On retrouve ainsi, mais d'une ma- 
nière intuitive, et en donnant un nom à la courbe, le seul 
cas, déjà rencontré par Bernoulli et Clairaut , où une épi cy- 
cloïde sphérique soit recti fiable [Mémoires de V Académie des 
Sciences y 1732). 

3) . Problème. Trouver sur la sphère la ligne dont le rayon 
de courbure sphérique est double de Varc normal terminé à 
un grand cercle fixe. 

Regardant, à cet effet, la courbe cherchée comme une rou- 
lette décrite par un point a invariablement lié à une courbe, 
de nature inconnue, et qui roulerait sur le grand cercle fixe 
dont il s'agit, nous ferons dans la formule (B) 
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et il viendra 

sinsip I sinp _ I sin'p a' ^ ' sin'p 



d'où 






sinp rg sinV r'g s\np' ' 2cosp.sin/? 

dont la comparaison avec la formule générale r'g = -r— r — ^ 

fournit enfin l'équation différentielle de la courbe auxiliaire 
cherchée,. 

sinp.c/p sin'p 2cosp.rfp d.sinp 

d.sinp acospsin/j sinp sinp ' 

d'où 

sin'p = Csin/?, 

ou 

(Xi) sinp=rCsinV. 

Si l'on rétablit dans cette formule Vindétermination de Tu- 
nité de longueur, et si Ton suppose ensuite que le rayon 
de la sphère augmente indéfiniment, elle devient à la limite 
p =;= C'sînV et représente une circonférence passant par l'ori- 
gine des rayons vecteurs. La courbe correspondante sur la 
sphère est beaucoup moins simple, et son équation en p et ci) 
ne peut être obtenue en termes finis que dans le cas où la 
constante C est égale à Puni té, auquel cas on trouve 

4). Problème de Cardan sur la sphère. Tromper la ligne 
sphérique qui en roulant sur un petit cercle donné engendre ^ 
par un de ses points, ou par un point qui lui est lié im^aria-' 
hlement^ un grand cercle de la sphère. 

Si on modifie la figure sphérique déjà employée, de manière 
que les lignes sphériques fixe et mobile soient dans les mêmes 
relations de position que les deux cercles du théorème de 
Cardan, on aura l'équation 

sin ô / 1 1 \ sin 



\r„ r^i sm Y 



sin(0 — p) \rg r^/ sinV ' 
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Faisant dans cette équation 6 = -'» 9 — p = o, et résoU 

vant par rapport à -, ^ il vient 

I I sinV I sinp 



Tg rg sinp.cosp r^ sin'^pcosp 

pg désignant le rayon de courbure géodésique du cercle fixe, 
i'g la grandeur analogue pour la ligne mobile cherchée ; et |0 et 
p les coordonnées, déjà employées, d'un point quelconque de 
cette ligne, prises par rapport au point décrivant, considéré 
comme origine. Si l'on remplace enfin dans la dernière for- 
mule T par -r^ — ~» on obtient cette équation différentielle de 
tg ^ sinp.dû ^ 

la courbe cherchée 

r/.sin/? sifi/? I 

sin p . fip sin*p . cosp r^ 

que Ton peut écrire 



d.v X ( I — .r^ ) r^ ' 

en posant 

sin/? =^ , cosp =r X. 

Or, cette dernière équation étant linéaire^ on trouve en l'in- 
tégrant 

et Ton en déduit veile première équation de la courbe cherchée 

/ \ .sinp tangp ^ 

(^3) sm/^= — i- ^ -f- C tangp. 

Dans le cas où la sphère se transforme en un plan, on a 

/. = '- + Cp; 
et, en supposant nulle la constante C, 



^ ' 
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qui représente un cercle décrit sur Fun des rayons r du cercle 
fixe comme diamètre. Il en résulte que le théorème de Cardan 
renferme seulement une solution particulière du problème 
général. 

Supposant pareillement nulle la constant^ G de Téquation 
(Xs) relative à la sphère, 'il vient 

. „ sin'p sin^p sin'p „ i 

sin'V=-= — ^» -7-7 — *--7-,= -5 — 4-> p'^ = r;cos»û — sjnV; 
r|cos»p sm'p-f-p* r| cos^p ^ • r r» 

ou 



VA'^cos^p — sin^p 

dont l'intégration ne peut s'effectuer algébriquement. 

Si Ton suppose que la base de la roulette soit un grand 
cercle, ou, si l'on pose r^ =? oo dans la formule (x,) , elle de-^ 
vient 

(x\) $in/> = C langp. 

Si la constante G çst inférieure à l'unité, cette équation repré-> 
sente la développée sphérique d'une loxodromie [i;o/rpage 44 t 
formule (/')]• Et la courbe qu'elle représente, dans le cas le 
plus général, se transforme en une spirale logarithmique quaqd 
le rayon de la sphère augmente indéfiniment, 

5). L'élégante méthode à l'aide de laquelle M. Bresse a pu 
résoudre d'une manière complète le problème de la construc- 
tion du rayon de courbure , pour une classe très-détendue de 
courbes mécaniques planes, repose, abstraction faite de toutes 
considérations de cinémçitique, sur ces deux théorèmes de géo- 
métrie : 

Dans le moui^ement (Tune figure plane y et à une époque 
quelconque de son mou\^ement ^ 

1°. Les centres de courbure des lignes eni^eloppées par les 
disperses droites de la figure mobile^ aux points où ces droites 
les touchent actuellement y sont distribués sur une première 
circonférence y passant par le centre instantané actuel de 
rotation^ et tangente à la ligne décrite par ce centre; 



, • % » » * • 
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tk^. Les points de la figure mobile dont les trajectoires ont 
actuellement un rayon de courbure infini^ sont également 
distribués sur une seconde circonférence^ symétrique de la 
première^ par rapport au centre instantané de rotation. 

Le mouvement d'une figure sphérîque sur la sphère à laquelle 
elle appartient, présente-t-il des propriétés analogues? 

Cherchons d*abord, pour répondre à cette question, le lieu 
des points de la figure mobile qui décrispent actuellement des 
arcs de grand cercle^ ou dont les trajectoires ont actuelle- 
ment un rayon de courbure géodésique infini. Il suffit pour 
cela de faire 

0=-î sin9=i et sin(ô — p)=rcosp, 

dans la formule (B); et Ton trouve ainsi, en remplaçant V 

par w , 

1 ^g 

(xA sinpcosp = Csinw, C = = — — , 

* ' • I aw 



r- r 
s X 



pour équation de latîourbe cherchée, qui n'est pas un cercle 
comme dans le plan, mais bien une courbe du troisième degré 
représentée, suivant le système de coordonnées deGudermann , 
par cette autre équation ^ 

{pc\) ( tang'Ç H- tang'vj) (i — C tang ri) — C tang >î = o. 

En second lieu , il est facile de voir que sur ]a sphère il 
n'existe plus, comme dans le plan, une courbe spéciale lieu 
géométrique des centres de courbure sphérique des lignes enve- 
loppées par les divers grands cercles de la figure mobile; et 
que ces centres peuvent couvrir la sphère tout entière : le 
centre de courbure de la ligne enveloppée par un grand cercle 
quelconque coïncide , en effet , avec le centre de courbure de 
la trajectoire décrite par le pôle de ce grand cercle 5 et les cen- 
tres de courbure des diverses enveloppes sont, par suite , dis- 
séminés d'une manière quelconque sur la sphère, exactement 
comme les centres de courbure des trajectoires correspon- 
dantes. 
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Néanmoins, si Ton sait qu'un grand cercle de la figure mo- 
bile tourne autour d'un point fixe , son pôle décrivant un grand 
cercle, on connaîtra un point de la courbe 

sin p cos p = C sin &> , 

qui est complètement déterminée par la connaissance de trois 
de ses point», et que Ton pourra utiliser, quoique avec beau- 
coup moins d'avantage que la circonférence qui lui correspond 
dans le plan , pour la construction du centre de courbure sphé- 
rique de la trajectoire d'un point quelconque de la figure mo- 
bile. 

liemarque I. Si on pose, dans la formule (B) (vo//page Sa), 

TT 

^ 2 

d'où 

sin ( 6 — p ) = I et sin = cos p, 

on trouve Téquaiion 

• / « ^ ' \ 

sin w = I — it — ) tangp : 

\ ë g I 

elle représente une ellipse sphérique, capable d'un angle 
droit, et dont Taxe hypoténuse est normal à la ligne des cen- 
tres instantanés de rotation; et cette ellipse d'ailleurs est le 
lieu géométrique des points de la figure mobile dont les cen~ 
très de courbure des trajectoires sont situés à 90 degrés du 
centre instantané de rotation. La courbe actuelle présente 
donc des analogies géométriques plus intimes avec la circonfé- 
rence, lieu des points sans accélération centripète, employée 
par M. Bresse; et se transforme aussi en cette circonférence, 
quand le rayon de la sphère augmente indéfiniment. 

Remarque IL Les points de la figure mobile situés sur 
l'ellipse sphérique^ capable dun angle droite et ayant pour 
axe hypoténuse le rayon de courbure sphérique de la ligne 
mobile, ont leurs centrés de courbure sphérique distribues sur 
une seconde ellipse^ de même nature que la précédente^ et 
ayant pour axe le rayon de courbure sphérique de la ligne 
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fixe : en appelant ligne fixe la courbe des centres instantanés 
de rotation, et ligne mobile la courbe qui, en roulant sur la 
première, produirait le mouvement considéré de la figure pri- 
mitive. 

IV. 

Sur dii^ers usages du principe de dualité qui résulte^ sur 
la sphère^ de la théorie des figures supplémentaires. 

32. Le principe de dualité qui résulte, dans la géométrie de 
la sphère, des propriétés des figures supplémentaires, est connu 
depuis longtemps^ et on en a tiré déjà un parti considérable 
pour Téiude de divers lieux géométriques, et de certaines cour- 
bes enveloppes. 

Il nous paraît toutefois que l'on n'a guère considéré jus- 
qu'ici dans ce principe que Tun des aspects qu'il présente, et 
d'après lequel , à chaque horizon découvert dans une première 
. exploration géométrique, correspond un second horizon, 
aperçu seulement par les yeux de l'esprit, et n'ayant exigé 
aucun efïort, aucun déplacement nouveaux. En d'autres termes, 
on a vu surtout dans ce principe un précieux moyen de multi- 
plication des vérités déjà acquises, sans apercevoir peut-être , 
d'une manière assez nette, qu'il présente aussi un mode re- 
marquable de transformation à l'aide duquel un problème de 
géométrie infinitésimale se ramène , dans un grand nombre de 
cas, à un problème de géométrie finie ; la méthode infinitési- 
male intervenant seulement, et une fois pour toutes, dans l'é- 
tablissement des liaisons existant entre deux lignes supplémen- 
taires : les problèmes suivants nous offriront divers exemples 
de cette transformation. 

33. Considérant une courbe quelconque nun'^ l'arc tangent 
en un point m de cette courbe, et les arcs fp^ J'p\,,, menés 
des foyers donnés/*, /'... perpendiculairement au premier^ 
les arcs pfct p'J'y prolongés, se coupent en un point M qui est 
le pôle de l'arc tangent pmp' etqûi appartient à la courbe MMV 
supplémentaire de la proposée : les points m et M étant d'ailleurs 



6o PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE TROISIEME. 

deux points correspondants de ces courbes. Si donc, posant 

on chercKe à définir la ligne sphérique dont l'arc tangent en 
chaque point possède la propriété exprimée par Téquation 

f (/?,/>',...) = constante, 

la ligue MM', supplémentaire de la ligne cherchée, sera définie 
par Téquation 

? V ^ ' ?'>•••)= constante, 

p, p',... désignant les rayons vecteurs y*M, /"'M,... complé- 
mentaires des arcs/^, p',.... 

û). Théorème!, w, m',... désignant des coefficients con- 
étants , la courbe représentée par Péguation 

( ï ) /w . sin /? -H /«' . sin /?' -h . . . = constante, 

» 

est un cercle, La courbe supplémentaire est, en elïbt, définie 
par Téquation 

(i') /w.cosp 4- /w'.cosp' -H. ..= constante, 

qui représente un cercle, comme on l'a vu précédemment 
(voir f âge 26, n® 3). 

A). Théorème IJ. La courbe 

( 2 ) y^ y- z= constante 

est un cercle, 

La courbe supplémentaire est, en effet, définie par l'équa- 
tion 

• P 
sin- 

(2') - = constante, 

' • P 

sin - 

qui exprime que le rapport des distances recti/igncs d'un point 
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quelconque de la courbe aux deux foyers y, f est constant : 
cette courbe est donc un petit cercle, intersection de la 
sphère proposée et d'une seconde sphère, dont le centre est 
quelque part sur la droite jQT'. 
c). Théorème m. La courbe 

( 3 ) S = constante 

^ cosp 

est une ellipse sphérique^ enveloppe d'un quadrant dont les 
extrémités glissent sur deux grands cercles donnés ; la courbe 
supplémentai re 

,«,. sinp 

(3 M -r— S = constante 

^ ' sin f 

est, en effet, une ellipse sphérique, capable d'un angle droit 
(Yannson, Nous^elles Annales de Mathématiques ^ i858, 
page 253). 

d). Théorème IV. La courbe 

( 4 ) p-h p' = constante 

est uno ellipse sphérique : la courbe supplémentaire est en 
effet représentée par Téquation 

(40 p -H p' = constan te, 

qui est Tune des définitions de Tellipse sphérique; et Ton sait 
que Feilipse a pour supplémentaire une autre ellipse. 

e). Théorème V. La courbe 

( 5 ) sin/7 . sin/?' = constante 

est une ellipse, ayant pour foyers les points ff. 

Prenant, en effet, comme dans le n^ c), le milieu de Tare 
Jf^= ic pour origine des coordonnées polaires r et o), on a 
pour la courbe supplémentaire, 

cos'rcos'c — sin'rsin'ccos'Cû = X*, 

cos^ c — sin- c . tang'r cos' w = X ' ( i -H tang^ r) ; 

ou, en remplaçant tang* r cos* (o et tang*r par tang*^ et 
lang'l -f- tang'iQ respectivement , 

(5') (X'-f sin^r) tang'Ç -+- X^tang'»} = cos'c — X^ : 



02 PREMIÈRE PARTIE. CHAPITRE TROISIEME. 

Équation d'une courbe du second degré ou d'une ellipse 
sphérique, d'où l'on déduirait aisément l'équation de Pellipse 
primitive, de manière à constater que cette dernière a précisé- 
ment pour foyers les points y ety'. 

Observation. On pourrait aussi étudier directement plu- 
sieurs des courbes précédentes, en employant d*une manière 
convenable les formules 

rg=:—J-: i-, C0SV=±-7^- 

® a,siTip as 

Reprenons, par exemple, la courbe • 

(s) sïnp siti /?' = constante , 

et désignons par p et p' les rayons vecteurs qui joignent un 
point quelconque de cette courbe aux deux poinls^ety'. On 
a cette double expression du rayon de courbure géodésique de 
la ligne cherchée, 

s\n p. dp smp' .dp' 
® a.sm/7 a.sin/» 
d'où 

, . sinp.^p , . , sinp'.rfp' 
rf.sm/? = — ■ — - et r/.sin/>= — ^ ^; 



'V '•s- 



et si l'on porte ces valeurs dans l'équation différentielle 

rf.sin/7 d.sinp' 

""r ^ 1 -. j-zzzO 

sinp smp 

déduite de l'équation (5), on trouve, successivement, 

^np^^n£_^_ dp dp' _ 

smp smp' sinV smV 

rfj.cosV , é£v.cosV' _, _, ^ ,^, 

sinV smV 

on a donc aussi 



ces 



V=±cosV'- 



ou 



— L ± — Ê. =0, ou dp±dp' = O'f 
ds ds 
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d'où enfin 

p'àzp'^: constante, 

équation d'une ellipse sphérique. 

34. De la ligne sphérique ayant pour podaire un grand ou 
un petit cercle. 

La podaire d'une ligne sphérique quelconque, relativement 
à un point o pris arbitrairement sur la surface de la sphère, 
et la supplémentaire de cette même ligne, sont deux courbes à 
rayons vecteurs complémentaires, l'origine de ces rayons étant 
au point o : il en résulte, en prenant le centre de la sphère 
pour point de vue, et le plan tangent en o pour plan -du ta- 
bleau, que les perspectives de ces deux courbes forment deux 
lignes planes à rayons vecteurs réciproques, ou simplement 
deux lignes réciproques par rapport à lorigine 05 et ces rela- 
tions entre 1^ podaire et la supplémentaire d'une ligne sphé- 
rique permettent de .résoudre d'une manière très-simple les 
problèmes suivants : 

a). Problème L La podaire étant un grand cercle y trou* 
uer la ligne primitiv^e. 

.Solution, La perspective de la ligne cherchée est une ligne 
plane dont la podaire relative au point o est une ligne droite; 
c'est donc une parabole ayant le point o pour foyer : et la ligne 
cherchée elle-même est une conique sphérique ayant l'un de 
ses foyers au point o. D'ailleurs si on veut la définir avec plus 
de précision, il suffit, de remarquer que la podaire et la sup- 
plémentaire de la ligne cherchée se projettent suivant deujî 
lignes réciproques par rap|)ort à l'origine o. Or, la projection 
de la première étant , par hypothèse, une ligne droite, la pro- 
jection de la seconde est une circonférence passant par l'ori-' 
gine; et la supplémentaire de la ligne cherchée est l'ellipse 
sphérique, capable d'un angle droit, dont le point donné o et 
le pôle du grand cercle podaire sont les extrémités de l'axe 
hypoténuse. La ligne cherchée est donc enfin la conique 
sphérique, enveloppe dun quadrant dont les extrémités gUs* 
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sent sur deux grands cercles donnés^ et son équation est 



tang^.tangj = -^ 



4 cosO 



les deux cercles directeurs étant pris pour axes. 

b). Problème II. La podaire étant un petit cercle, trouv^er 
la ligne primitii^c. 

Les projections, sur le plan tangent à l'origine o, de la po-- 
daire et de la supplémentaire de la courbe cherchée, sont, la 
première une conique plane , la seconde la réciproque de cette 
conique, ou une courbe plane du quatrième degré. Il en ré- 
sulte que la supplémentaire de la ligne sphérique cherchée est 
également du quatrième degré , la ligne cherchée étant dès 
lors d'un degré supérieur au second. 

35. La substitution de la courbe supplémentaire à la courbe 
primitive ne peut être d'aucune utilité dans la recherche de 
la développée d'une ligne sphérique, car deux lignes sup- 
plémentaires ont même développée sphérique. Mais on peut 
alors substituer à la recherche de la développée celle de la 
courbe supplémentaire de cette développée : et il est facile de 
voir que celte dernière recherche constitue un problème de 
géométrie finie, ou n'exigeant du moins que la solution du 
problème des tangentes. 

Que l'on mène en eflet par chaque point d'une ligne sphé- 
rique un arc de grand cercle tangent à cette ligne, et que Tort 
prenne sur cet arc à partir du point de contact une longueur 
égale à un quadrant. Entre la ligne primitive et la courbe 
décrite par l'extrémité de cet arc, que nous avons déjà ap- 
pelée Vindicatrice de celle ligne, existeront les relations sui- 
vantes ; 

i*^. L'indicatrice peut être considérée comme le lieu des 
extrémités des rayons de la sphère parallèles aux tangentes rec" 
tilignes de lar ligne primitive 5 

tP, L'indicatrice et la développée de la ligne primitive sont 
deux courbes supplémentaires. 
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La recherche de l'hélice sphérique nou|5 a fourni une pre- 
mière application de ces relations : nous allons voir qu'on 
en déduit, très-simplement aussi, Téquation de la développée 
de Tellipse sphérique, déjà obtenue par Gudermann [Sphàn'k^ 
page 92). 

Soit (jf, y) un point quelconque d'une ellipse sphérique 

rapportée à son centre et à ses axes; a et 6, x eiy désignant 
• les tangentes trîgonométriques des demi-axes de la courbe et 
des coordonnées axiales du point considéré. Le point corres- 
pondant (Xi, Yt) de l'indicatrice étant situé sur Tare tangent 
k l'ellipse en a, et sur le grand cercle ayant pour pôle le 
point a (x<^ y)] on a, pour déterminer les coordonnées Xi^yt 
de ce point, les équations 

d^où, en posant 



X — a* 



{«) 



y -b' 



*♦ 



On en déduit d'abord cette équation de l'indicatrice 



a'^ b'^ 



et son grand cercle tangent est représenté, toutes simplifica-' 
tiops faites, par l'équation 

& X^ €* Xi 

Or, ce grand cercle ayant pour pôle le point correspondant 
(5, yj) de la développée, son équation peut être identifiée à* 

5 
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celle du grand cercle polaire de ce point 

X.Ç-f-Y.n-M =o-, 
et il résulte d'abord de cette identification, 

d'où 

I I 



(à) 



!.(_-)•. ,,^={-p:)- 



Et la substitution de ces valeurs dans Téquation (i) dotine % 
enfin 



3 



pour équation de la développée de rellipse sphérique. Laf 
courbe (3) a même développée sphérique que l'indicatrice (a). 
Mais, tandis que cette dernière est seulement du quatrième 
degré , la développée de l'ellipse est du sixième. 

V. 
De quelques propriétés noui^elles des coniques sphériques (^). 

36. Si l'on rapporte le» différents points M d'une spbère à 
deux grands cercles fixes OX, OY, et que, prenant sur chacun 
d'eux, à partir deVorigine O, les arcs OX, OY égaux à un qua- 
drant, on mène les arcs YM, XM coupant respectivement OX, 
OY en P, Q, les arcs OP = Ç , OQ = » serantie» coordonnées 



{*) Toutes les pcopriétés qui suirent ont été commuoiquées à la Société Phi- 

lomatbiquei le 2!i mai i858, et se trouTent reproduites dans son Bulletin. La 

livraison de juillet i858 des Nouvelles Annales de Mathématiques renferme, sur 

le inème sujet, un article de M. Vanuson, qui est parvenu, de son ci^té, et par 

•une voie toute différente de la nôtre, à quelques-unes de nos propositions. 
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axiales du point M; et les tangentes trigonométriques de ces 

arcs 

jr:=tangg, j = langïj, 

seront les coordonnées sphériques de ce point, suivant la défi- 
nition de Gudermann (Sphàrik, pagei): une ligne splié- 
rique MM' étant dite, en outre, du /i'*"*' degré, quand les coor- 
données sphériques de chacun de ses points satisfont- à une 
même équationy*(Xjj') = o, algébrique et du degré n, 

37. Si prenant le centre de la sphère pour centre de projec- 
tion, le plan tatigent à l'origine O des axes curvilignes OX, OY 
pour plan de projection, on projette centralement le point M 
en m *, et que Ton rapporte le point projeté m aux axes recti- 
lignes Ox^ Oy respectivement tangents aux axes curvilignes 
précédents OX, OY : on reconnaît sans peine que les coordon- 
nées rectilîgnes du point m sont respectivement égales aux 
coordonnées sphériques de même nom du point M •, d'où cette 
conséquence intuitive qu'une ligne sphérique du second ou du 
^ièms (Jegr^ appartient à un cône du second ou du /i'*'"* degré: 
concentrique à la sphère et ayant pour base sur le plan tangent 
à l'origine O une courbe plane du second ou du w*^'"' degré; 
une ligne sphérique du premier degré étant un grand cercle. 

38. A une conique plane a^y* -h 6*x* — «'6* = o , située 
dans le plan tangent en O, ayant pour grand et petit a^es 2 a 
et afe et dont le centre est en O, correspond une conique sphé- 
rique représentée par la même équation, ayant poUr centre le 
point Oj et dont les axes a a et 2j3 sont définis par les équa- 
tions 

tanga = <*, langp = ^. 

On sait d^ailleurs que cette courbe peut être engendrée par le 
mouvement d'un point M dout la somme des distances sphé< 
riques à deux foyers fixes F^ F' demeure constante et égale au 
grand axe 2a. Les deux foyers étant situés sur le grand axe, de 
part et d'autre du centre, et à une distance y de ce dernier, 

5. 
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définie par réqualîoii 

cosa = cospcosY. 

39. Vne conique sphérique quelconque a toujours trois cen- 
tres, un centre intérieur et deux centres extérieurs; son équa- 
tion peut toujours, par un changement d'axes, être ramenée à 
la forme précédente; et, par suite, toute conique sphérique 
admet au moins un système de deux foyers. Toutes ces pro- 
priétés, et beaucoup d'autres que, pour l'objet que nous avons 
en vue, il serait inutile de rappeler, sont aujourd'hui fort con- 
nues, grâce aux travaux de MM. Chasles, Gudermann et Bor- 
gnet. La méthode particulièrement élégante suivie par l'auteur 
de V Essai de Géométrie analytique sphérique (Tours, 1847), 
consiste essentiellement à substituer à une ligne sphérique rap* 
portée à un point O de la sphère, la projection centrale, ou 
perspective, de cette ligne sur le plan tangent en ce point ^ le 
centre de projection, ou point de vue, étant au centre de la 
sphère : ce mode de transformation possédant d'ailleurs plu- 
sieurs propriétés remarquables. Les plus importantes, et en 
même temps les plus intuitives, résident dans l'égalité déjà 
mentionnée des coordonnées sphériques et rectilignes de deux 
points correspondants rapportés à des axes passant par l'ori- 
gine; dans la conseivation des lignes géodésiqucs et dans celle 
des pôles et polaires relatifs à une courbe du second degré ; ce 
sont du moins les seules qui aient été employées par M. Borgnet. 
Il en existe cependan t quelques autres, un peu plus cachées, 
que nous allons exposer; et qui nous ont conduit à plusieurs 
propositions nouvelles, paraissant clore la série des analogies 
déjà constatées entre les coniques planes et sphériques. 

ir. 

40. Lemme L j4 deux grands cercles de la figure sphéri^ 
que^ perpendiculaires entre eux et dont Vun passe par V ori- 
gine O, correspondent^ dans la projection centrale sur le plan 
tangent en O, deux droites perpendiculaires entre elles. 
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41 . Lemme II. Le rapport des sinus des distances sphériques 

d'un point M à V origine O et à un grand cercle fixe DD', 

Fig. 22. est égal au rapport des distances de sa 

projection m à la même origine O et à la 
droite correspondante dd', multiplié par 
un coefficient constant, la valeur de ce 
coefficient étant indépendante de la posi- 
tion du point M. 

Abaissons, en effet, OD, Orf perpendicu- 
laires sur Tare DD' et sur la droite dd\ me- 





nons MD, m,d] et projetons le point O 



en H et A sur MD et md. On aura 



sinMO _ tan^ODM 
sinMP" sinDOM 



w O _ tang O dm lang O dm 
mp smdOm sinDOM V 



sinMO /wO 
sinMP * m p 



tangODH tangODH 

tang O d/i cet dOh 

I 

= constante. 



= tangODU. tang DOH 



ces OD 



C. Q. F. D 



42. Lemme III. Si un point O 0st tel que le grand cercle 
joignant ce point à un point quelconque D' de sa polaire 

DD relatii^e à une conique sphérique C soit perpendiculaire 
à la polaire du point D', prise par rapport à la même coni- 
que; le point O coïncidera nécessairement avec l'un des deux 
foyers de la conique considérée. 

On reconnaît d'abord que le point O est situé sur l'un des 
axes, CA par exemple, de la conique considérée; sa polaire 
relative DU étant dès lors perpendiculaire à cet axe : soient 
posés 

CA r=r a, CB r= P; CO = 7', CD = ^', 

y' et cî' étant liés par la relation 



(«) 



lang^' = — ^. 
° tang 7' 
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Si Ton mène Tare tangenl au sommet B de la courbe, ren- 
y. ^3 ' contrant en JV la polaire du point 

O, et que Ton mène OB, OD', ces 
deux arcs seront perpendiculaires 

-; entre eux, et les angles BOC, lyOD 

seront complémentaires. D'ailleurs 

Tare IVB, prolongé, allant couper 

l'axe AA' en P, ce point P est situé à 90 degrés du centre C, 

et Tangle en P du triangle PDD' est mesuré par l'arc BC = /3. 

Cela posé, dans les triangles rectangles OCB, ODD', PDD' 

les sinus de OC, QD, PD sont respectivement égaux aux pro- 
duits des cotangentes des éléments adjacents^ et Ton a, après 
avoir multiplié membre à membre les deux premières des 
trois égalités résultantes, et en conservant la troisième, 

sîn 7' . sin ( ^' — 7' ) crr tang DD' . tang BC = lang DD' . tang p, 
sm PD ou CCS ^ = tang DD' . col P = tang DD' . cot p : 

d'où, en divisant membre à- membre, 

. , stniS' — Y) 



cos 



01 



sin 7' (tang 5'. cos 7' — 5107') == tang' p. 

Enfin, la substitution de sa valeur (a) à tang^^ et quelques 
transformations conduisent à la relation 

(or) cos a = COS p . ces 7' 

qui démontre la coïncidence du point O avec l'un des foyers, 

43, Lemme IV. Dans toute conique sphériijue^ lé rapport 

fies sinus des distances spkériquesj au foyer O et à sa polaire 

relatit^e DD', de Vune des extrémités A ou h! de Vaxefocal^ 

est égal au rapport analogue par Vautre extrémité, 

-,, ,. .sinAO sinA'O . rr i j 

L égalité ~ — — - = -: — -y— exprime en etiet que les rayons de 
^ sinAD smA'D * ^ ^ 

la sphère qui aboutissent aux sommets A et A', au foyer O et 
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au pied D de sa polaire relative sur Taxe, forincnl un faisceau 
harmonique : ou que les traces de ces rayons sur le plan tan- 
gent en O déterminent un syslèoie de quatre points conjugués 
harmoniquement. Or cette propriété, ayant lieu quelle que soit 
la position du point O sur Taxe A A', a lieu, en particulier, poiir 
chacun des foyers. 

Hl'. 
« 

44. Problème. Trouver sur la sphère le lieu géomélrique 
des points M dont les sinus des distances s pheriqûes à un 
point O et à un grand cercle fixes , sont dans un rapport 
constant. 

Solution, La projection mm' de la courbe cherchée sur Ici 
plan tangent en O pourra être considérée, d'après le lenime II, 
comme le lieu des points m dont les distances au point O et à 
la droite fixe dd^ (projection du grand cercle DD') sont dans 
un rapport constant : cette projection est donc une conique 
plane, et la ligne primitive est une conique sphérique. D'ail- 
leurs, dans la projection, la directrice dd' est la polaire du 
foyer O, et la droite joignant celui-ci à un point quelconque 
d' de sa polaire est perpendiculaire à là polaire de ce point r/'. 
Les mêmes dépendances existent donc dans la figure sphé- 
rique entre le grand cercle directeur DD' et le point O; et par 
suile, d'après le lemme III, le point O est l'un des foyers de la 
conique sphérique, le grand cercle DIV étant de. même là 
polaire du foyer relative à la conique. On a donc ce théorème : 

Théorème I. Le lieu des points de la splière dont les sinus 
des distances sphétiques à un point et à un grand cercle fixes 
sont dans un rapport constant,^ est une conique sphérique 
dont Fun des foyers est au point fixe^ et pour laquelle lu 

polaire de ce, dernier coïncide avec le' grand cercle directeur, 

• 

45. Théorème II. Réciproquement , toute conique sphé^ 

rique C présente cette propriété que, les sinus des distances 

sphériques d^un point quelconque M de la courbe à l'un des 

foyers O, et au grand cercle DD' qui est la polaire de ce 

foyer^ sont dans un rapport constant. 
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Démonstration, Considérons, en effet, indépendamment de 
la conique C , une seconde conique C qui serait le lieu des 
points M' dont les sinus des distances sphériquea au point O 
et au grand cercle DD' sont dans un rapport constant, égal 
au rapport analogue pour F un des sommets A ou A', de taxe 
focal de la conique C, Cette conique C aurait en commun 
avec la conique proposée le foyer O, d'après le théorème pré- 
cédent, et les deux sommets A, A' de Taxe focal, cl' après le 
lemmelV; mais ces conditions entraînent évidemment la coïn- 
cidence des coniques C, C'*, et le théorème est démontré. 

Corollaire I. La perspectiv^e d'une conique sphérique sur 
le plan tangent en Vun de ses foyers a même foyer que cette 
conique, et sa directrice est la perspective du grand cercle 
directeur de la conique sphérique : et réciproquement. 

Corollaire II. L'équation d'une conique sphérique , rap^ 
poHée à Vun de ses foyers^ peut prendre l'une quelconque 
des formes suiv^antes , 

P 



t^ngprr: 



i — e ces w 



tangp = m tang S -H « tang « -h /? = mx -\- ny -^-p. 

Réciproquement, toute équation de tune de ces formes re* 
présente une conique sphérique dont F un des foyers est à 
r origine; le grand cercle directeur relatif au foyer origine 
étant représenté par F équation 

m tang Ç H- « tang >i -j- /? = o, ou mx 4- «j + ^ = o. 

■ 

La proposition directe avait seule été établie par Gudermann» 
[Sphàriky pages 78-80 .) 

Remarque. Le théorème I peut être établi directement, 
Fiç- 24, au moins quant à la nature de la courbe 

décrite par le point variable M, de la ma- 
nière suivante. La relation donnée 




sin MO 
ain MP 



.-= k = constante 
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peut être remplacée par celle-ci 



sin MO 
cos M/? 

p désignant le pôle du grand cercle directeur DD'. Or, 
en posant ÔM == p, MO/7 = o), O;; = y', on a 

cos Mp = cos p cbs 7 ' -f- sin p . sin 7 ' .cos w ; 

et Ton en déduit successivement 

sin p = ^ cos 7 ' cos p H- ^ sin 7 ' sin p . cos » , 
tang p :±= X- cos 7 ' H- X' sin 7 ' . tang p cos » ; 
tangp = A COS7 ' -f- ^ sîn 7 ' tang Ç = w -1- /? tang Ç : 

équation d'une conique sphérique. 

46. De la parabole sphérique» La nature du lieu des points M 
de la sphère, également éloignés d'un point O et d'un grand 
cercle fixes, peut être obtenue immédiatement en remar- 

. quant que la somme des distances sphériques d^un point du 
lieu au point O et au pôle p du grand cercle fixe est égale à un 
quadrant. La courbe considérée est donc une conique sphé- 
rique dont le point O est un foyer, le second foyer étant le 
pôle p du cercle directeur, et le grand axe de l'ellipse étant 
égal à un quadrant : or c'est précisément à cette courbe, dont 
l'équation peut se ramener à la forme y^ = apx, qu'on a 
déjà donné le nom de parabole sphérique; et cette coïncidence 
complète la série des analogies que présentent, au point de 
vue des foyers et dçs directrices, les coniques planes et sphé- 
riques. 

47. Théorème III. Le lieu décrit par le sommet d^un angle 
droit circonscrit à une parabole sphérique se compose de 
deux grands cercles : les cercles directeurs relatifs aux deux 
foyers. 

Démonstration, Les considérations géométriques que l'on 
emploie pour établir la propriété analogue de la parabole 



74 PREMIÈRE PARTIE. CHAPITRE TROISIÈME. 

plane ^ s'appliquent sans aucune modification à la parabole 
sphérique. 

48. Théorème IV. Le lieu dus projections d'un foyer O 
d'une conique sphérique sur les arcs d^ grand cercle tan^ 
gents à la courbe, est, en général ^ une seconde conique 
sphérique dont le petit axe est dirigé suii^ani le grand axe 
de la proposée^ et le point O est tun des pôles des sections 
circulaires du cône qui la contient : le lieu en question peut, 
d'ailleurs se réduire à un grand cercle , dans un cas parti- 
culier déjà examiné (voir page 63) 5 mais il ne peut jamais 
être un petit cercle de la sphère. 

Démonstration, La projection du lieu considéré sur le 
plan tangent au point O est en effet la podaire d'une conique 
plane par rapport à l'un de ses foyers*, et celte podaire est 
un cercle dans le cas général, une ligne droite dans un cas par- 
ticulier 5 et le cône qui renferme ce cercle, dans le cas général, 
et qui a pour sommet le centre de la sphère, n'est jamais de 
réi^olution. 

Remarque, La podaire d'une conique sphérique, par rap-^ 
port à un point quelconque O de la sphère^ et la supplémen- 
taire de cette conique élant, relalivemeiU au même point O^ 
deux lignes a rayons vecteurs complémentaires; leurs pro- 
jections sur le plan tangent en O seront deux lignes réci" 
proques. Donc, la podaire d\ine conique plane ^ par rap- 
port à un point quelconque de son plan , est la réciproque , 
par rapport au même point, d'une seconde conique, 

40. L'application de la théorie des figures supplémen- 
taires aux théorèmes précédents conduirait aisément auK 
théorèmes corrélatifs , que nous nous dispenserons d'é- 
noncer. 
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CHAPITRE IV. 

DE l'indicatrice SPHÉRIQUE. 



50. Définition de Vindicatrice sphérique d'une ligne à 
double courbure. 

Considérons dans l'espace une ligne à double courbure quel- 
conque L, et menons par le centre d'une sphère de rayon i , 
des rayons of , ot^ parallèles aux tangentes de cette ligne : leurs 
extrémités f , t^ formeront sur la surface de la sphère une ligne / 
que nous appellerons Vindicatrice sphérique de la ligne primi- 
tive^ les points correspondants des deux lignes seront d'ailleurs 
. un point quelconque de la ligne primitive, et le point de la 
ligne sphérique qui est Texlrémité du rayon parallèle à la tan- 
gente au premier point. 

51. Relations descriptives entre une ligne et son indica^ 
trice sphérique. 

Une ligue quelconque de Tespace L et son indicatrice /, con- 
sidérées en des points correspondants y présentent les propriétés 
suivantes : te plan du grand cercle tangent à Vindicatrice est 
parallèle au plan oscillateur de la ligne primitiv^e L \ la tan-*- 
gente rectiligne de Vindicatrice est parallèle à la normale 
principale de la ligne L, et le rayon de la sphère aboutissant 
au pâle du cercle osculateur de Vindicatrice est parallèle à 
la direction limite de la plus courte distance entre deux nor-^ 
maies principales consécutii^es de la ligne L, ou à la droite rec-^ 
tifiante. Ces relations sont à peu près évidentes. Ainsi, le 
plan toti étant parallèle au plan mené par une tangente fixe dé 
la ligne L, parallèlement à une tangente infiniment voisine, les 
limites de ces plans, c'est-à-dire... sont parallèles. La tangente 
de l'indicatrice en t étant située dans le plan du grand cercle 
tangent en ce point, et «e trouvant perpendiculaire dans ce 
plan au rayon of , est parallèle à la normale principale de !a 
ligne L qui occupe, dans le plan osculateur et par rapport à la 
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tangente de cette ligne, une position semblable. Enfin, le rayon 
de la sphère aboutissant au point d'intersection de deux grands 
cercles normaux à l'indicatrice, est perpendiculaire à deux tan- 
gentes rectilignes de l'indicatrice, ou parallèle à la plus courte 
distance de deux normales principales consécutives de la ligne 
primitive : donc la limite de ce rayon ou le rayon de la sphère 
qui aboutit au centre de courbure sphérique de l'indicatrice , 
est parallèle à la droite rectifiante. Cette dernière observation 
conduit à la conséquence que la dév^eloppée sphérique de V in- 
dicatrice est elle-même V indicatrice sphérique de V arête de 
rebroussement de la surface rectifiante^ engendrée par les droi- 
tes de même nom, c'est-à-dire par les intersections successives 
des plans menés par les tangentes de la ligne primitive, per- 
pendiculairement aux plans osculateurs correspondants. 

52. Relations métriques entre la ligne primitiv^e et son 
indicatrice. 

L'arc élémentaire ds ==: tt^ de l'indicatrice pouvant être rem- 
placé par Tare de grand cercle Wi, et ce dernier mesurant l'an- 
gle des rayons of , ot^ parallèles à deux tangentes consécutives 
de la ligne L, on voit d'abord que Varc élémentaire ds de V in- 
dicatrice mesure V angle de contingence ^ de la ligne pri" 
mitix^e 

(i6) ^/jz=E. 

Il résulte ensuite de la première des relations descriptives 
énoncées précédemment, que V angle de contingence géodési-^ 
que de r indicatrice est égal à l'angle de torsion H de la ligne 
primitii^e 

et de la combinaison de ces relations on déduit 



(18) r^=:iaugÔ = — ' 






Celte formule exprime que le rayon de courbure géodésiquf^ 
de V indicatrice mesure le rapport de la première à la se- 
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conde courbure- de la ligne primitive; elle fournit en même 
temps la tangente trigonométrique de Vinclinaison^ sur le 
plan osculateur, de la plus courte distance entre deux horma- 
les principales consécutix^es de la ligne primitive» 

Enfin, Fangle w de deux normales principales* consécutives . 
de la ligne primitive est égal à l'angle de contingence de l'indi* 
catrice, 

(19) «0 = ^; 

et si l'on appelle E', H' les seigles de contingence et de torsion 
de Tarête de rebroussement de la surface rectifiante, qui a pour 
indicatrice la développée de la ligne tt^^ on aura (d'après les 
relations établies à la page 37 entre une ligne sphérique et sa 
développée) 



ou 

(20) 

et 
ou 

(21) 



E' = rf.arclang:^; 



W = e' z=ze=: 



g 



0) 



H' = w = ^. 



fl3. De deux autres lignes sphériques conjuguées à la 
ligne primitive y et de leurs relations av^ec V indicatrice. 

Menons, par le centre de la sphère, deux nouvelles séries 
Fig. 25. de rayons o/i, o«i,. . . et op, opi,,. . 

parallèles aux normales principales 
et aux droites polaires de la ligne 
primitive: leurs extrémités engen- 
dreront deux nouvelles lignes sphé- 
riques nn^el ppi^ dont nous allons 
indiquer rapidement les liaisons 
avec l'indicatrice it^, 
1^. Le plan ton étant parallèle au plan osculateur de la ligne 
primitive, et l'angle ton étant droit, l'arc tn est égal à un qua- 
drant et coïncide avec l'arc tangent à l'indicatrice en t. Ainsi 
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la- ligne sphérique des normales noi peut se construire par 
points en menant des arcs de grand cercle tangents à Vin* 
dicatrice en ses différents points, et prenant sur chacun d^euac, 
à partir du point de contact y un arc égal à un quadrant* 

2^. Le rayon op étant perpendiculaire au plan osculateur 
delà li^e primitive et, p^r suite, au plan ton^ le point p est 
le pôle de Tare de grand cercle tn 5 donc la ligne sphérique des 
droites polaires ppi peut se construire par points en menant 
parles dix^ers points de V indicatrice des arcs de grand cercle 
normaux à cette courbe ^ et prenant sur chacun d'eux^ à par- 
tir de cette dernière , un arc égal à un quadrant. On voit en 
outre que Vin dicatrice et la ligne ppi sont deux lignes sup- 
plémentaires ayant même déx^eloppée sphérique tttt, , les 
rayons de courbure sphérique de ces lignes étant complémen- 
taires; et que la ligne nnx présente un mode de construction 
identique par rapport au^c deux lignes iti^ ppi* 

3^. Enfin la ligne nuj et la ligne tt^i (déi^eloppée com- 
mune des lignes tti, ppi) sont deux lignes supplémentaires, 
ayant même développée ; et dont les rayons de courbure sphé- 
rique sont complémentaires : cela résulte de ce que le point n 
est le pôle de Tare de grand cercle tp tangent en tt à la ligne tttTi * 

Obseri^ation, La ligne pp^ pouvant être considérée comme 
l'indicatrice de l'arête de rebroussement de la surface polaire 
relative à la ligne primitive L, il résulte des relations précé- 
dentes entre les lignes tt^ et ppi que les angles de contingence 
et de torsion d^une ligne sont respectivement égaux aux an-^ 
gles de torsion et de contingence de P arête de rebroussement 
de la surface polaire , et que les normales principales de ces 
deux lignes sont parallèles (voir pages 18 et 19)* 
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CHAPITRE V. 

DE DIVERS ÉL^MESTS DIFFÉRENTIELS ET DE DIVERSES GRANDEURS 
QUE l'on PEUT AVOIR A CONSIDÉRER EN CHAQUE POINT d'uNE 
LIGNE A. DOUBLE COURBURE QUELCONQUE : FORMULES DIVERSES. 



84. Angle w de deux normales principales consécutiv^es , 

Cet angle étant égal à l'angle de contingence absolue de 
l'indicatrice sphérique, on a (t^ozr formule (5, 6), page 36) 



0) 



= Sjds 



^e, =v/FJ 



H'; 



ou encore 

(22) 



« = ^E'+H'=rfSy/±-f-iî. 



55. Direction^ position et grandeur de la plus courte dis- 
tance entre deux normales consécutii^es » 

« 

Soit 00' la plus courte distance entre les normales princi- 
pales en A, Al de la ligne considérée. Ç étant le centre de cour- 
Fig. 26* bure de cette ligne pour le point A, 

menons CAi ; abaissons O'o' per- 
pendiculaire sur le plan ACAi, ou 

sur la droite CAi, et menons Oo' 

qui sera perpendiculaire à OC. Si 
nous appelons S l'inclinaison, 

O'Oo', de la droite cherchée 00' 
Sûr le plan osculateur, la considération de l'indicatrice nous 
a déjà donné la formule ^ 




(23) 



tang9 = -;* 



il suffira donc, pour fixer complètement là position de cette 

droite, de déterminer son pied O sur la normale AC. Or les 
triangles rectangles Oo'O', O'o' Ai, o'OC, dans lesquels les an- 
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gles en O, Âi et C, sont respectivement égaux à d, H et E, don- 
nent successivement, 

de là, en multipliant membre à membre, et remplaçant 
tang 6, --9 o-Ai par ^» — ^^ OA; il vient 

lli Ri Rj 

OA R' 
(23'). — =^=tang«0. 

Quant à la plus courte distance elle-même, en la désignant 

par t7, on a 

o = ÔÔ' = rfS.cosô, 

ou 



(23") is=dS. 



v^r;+r» 



Remarque. Nous avons supposé, dans la figure, le point O 
situé entre les points A et C. Pour démontrer qu'il en est tou- 
jours ainsi, il suffit de remarquer que les plans tangents en A 
et C de la surface gauche formée par les normales principales 
de la ligne A Ai, sont rectangulaires : le premier de ces plans 
contient en effet la tangente en A de la ligne AAj, le second 
contient la droite polaire qui passe par le point C, et qui re- 
présente la tangente en ce point d'une trajectoire orthogonale 
des génératrices rectilignes de la surface-, et ces droites sont 
perpendiculaires entre elles. Il en résulte [voir la page 12, ob- 
servation) que le point central delà génératrice AC, c'est- 
à-dire le pied O de la plus courte distance considérée, est com- 
pris entre les points de contact de ces plans, c'est-à-dire entre 
les points A et C. 

Corollaire I. Dè.ter/mination du coefficient de distribution 
des plans tangents à la surface gauche formée par les nor-^ 
maies principales. 

Suivant le théorème général démontré dans le chapitre I 
(n^ 9, page 10), le coefficient dont.il s'agit, ft, est égal au 
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rapport de l'angle de deux génératrices consécutives à leur 

plus courte distance , A: = - ; on a donc, en employant les for- 
mules (22) et {23''), 

(-4) * = ^^'- 

CoEOLLiiRE II. On déduirait sans peine des résultats précé* 
dents, 1^ Texpression de Tare élémentaire OOi de la ligne de 
striction de la surface gauche des normales, et la direction de 
la tangente à cette ligne; 2^ la direction de la droite rectifiante 

en A, laquelle est parallèle à OC; et l'arc élémentaire de 
Tarête de rebroussement de la surface rectifiante, arête dont 
nous avons calculé déjà les angles de contingence et de torsion ^ 
E'et H' ["Voir les formules (20) et (ai), page 77) : la surface 
rectifiante étant, comme on sait^ l'enveloppe des plans menés 
parles tangentes de la ligne considérée, perpendiculairement 
aux plans osculateurs correspondants ; et les génératrices de 
cette surface portant le nom de droites rectifiantes, 

56. Rayon R de la sphère osculatrice^ 
On a^ pour le carré de ce rayon. 

Cette équation résultera immédiatement de la formule [^) 
[voir page 37), si on se rappelle que le rayon de la sphère y a 
été pris pour unité de longueur, et si on y rétablit Findétermi* 
nation de cette unité; car il suffira dès lors de remarquer que, 
dans tout problème où Ton a seulement a considérer quatre 
points infiniment voisins d'une ligne à double courbure, on 
peut regarder cette ligne comme tracée sur la surface d'une 
sphère. 

57. Eléments di\>ers relatifs à la ligtie des centres de 
courbure et à V arête de rebroussement de la surface polaire. 

Soient AA', CC'et SS' la Ijgne à double courbure primitive, 
le lieu des centres de courbure et l'arête de rebroussement de 

6 
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la surface polaire : développons celle surface sur un plan, et 

soient j/, cd les transformées des lignes SS' et CC \ la ligne 

ce' étant, diaprés le théorème de Lancret (t;oir page 19), la po- 

daire de la ligne 5^ par rapport à une certaine origine O. Si l'on 

pose 

Oj=r, Or = /7, 

on aura, par le même théorème et par l'emploi de la formule 

(q5), page 81, 

^1» 

(a) r=R, /?r=R, et y^H — y,' = R,. ^. 

c-^ Celîi posé, il existe, entre la ligne plane 

^^jTTT^ s^ et sa podaire cd^ plusieurs dépendances 
// * simples, soit métriques, soit descriptives, 
que nous devons d'abord rappeler. 

I . Les rayons vecteurs correspondants de ces deux lignes y 
Os et Oc, les coupent sous des angles égaux. 

Il en résulte, en désignant par SS' et CC les arcs élémen- 
taires du lieu des centres et de l'arête de rebroussement qui 
correspondent à l'arc AA'= dS de la ligne primitive*, ces trois 

relations : 

. , , ^, P ce* ce dp 
sin(r.',cO) = -, ^ = — = -, 

a. La formule connue d'Euler donne ensuite pour le rayon 
de courbure delà ligne 5/, 

rdr 

3. Et l'on trouve sans peine pour le rayon de courbure 
de la ligne cd elle-même, 



/>cc' 



r» r» 



2 r" — — n . p^f dr 

"^ ir — p. — 

dp 
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Or pour passer de là aux relations correspondantes entre les lignes 
ce et SS' de l'espace, il suffit d'y remplacer /•, p et v^r* — p^ par 
leurs valeurs (a) •, p,^ par le rayon de première courbure Rj ,^, 
de l'arête de rebroussement SS'5 et enfin, suivant le théorème II 
de la page 1 1 , qui sera démontré plus loin , p^^, par le rayon de 
première courbure géodésiquede là ligne CC, R^^/^^,. On ob- 
tient ainsi les résultats suivants : 

i'. Les rayons correspondants de la sphère osculatrice et 
du cercle osculateur coupent sous des angles égaux V arête de 
rebroussement de la surface polaire et la ligne des centres de 
courbure ; et Ton a 

(26) sin(CC',CA)=J^, 



'(^7) 



ce ^R 



SS' ^R 



> 



(28) œz=dsJ^s 



%'. 



(29) R,.„,= R._, 

et l'on pourrait déduire de cette formule l'expression du rayon 
de seconde courbure de la même ligne, en se rappelant que 

R^j/ R^. 

Ri,#/ R2 

3'. 

( 00 ) R, ^., ce' = 



liR — R. 



f/R, 



Enfin, on peut trouver encore la valeur de la seconde cour- 
bure géodésique de la ligne des centres CC, en employant la 
formule suivante, relative à une ligne quelconque CC tracée sur 
une surface développable ayant SS' pour arête de rebrousse- 
ment, et coupant sous un angle i la génératrice de la surface qui 
passe par le point considéré de la ligne CC (voir ci-après, clia- 

6. 
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pilre Vin, n°3, formule (Sg'')), 

•"•a, g, ce' — "■: . ' . • ;; i 
* smfcosf Ri,m' 

dans laquelle r désigne la portion de génératrice comprise entre 
Tarète de rebroussement SS' et la ligne CC: car on a, dans le 
cas actuel, 

cos/ sin (CC, CA) "^ R,' sin/ "" ' R,,,^ "*" r/' 

et Ton trouve, en substituaut, 

R» 

(3l) Rj,^,^e' = j^' 

Remarque, Les formules {3o) et (3i) appliquées efi parti- 
culier à la ligne sphcnque dont la seconde courbure est con- 
s tante y conduisent à ce résultat : La ligne des centres de cour^ 
bure de la ligne sphérique dont la seconde courbure est 
constante p a ses deux courbures géodésiques constantes, par 
rapport à la surface conique polaire sur laquelle elle est 
tracée, 

58. Expression de ta distance entre deux tangentes con^ 
sécutives d'une ligne à double courbure. 

On connaît cette intéressante proposition, due à M. Bouquet, 
et d'après laquelle si dans une série quelconque de droites se 
succédant d^ une manière continue , la distance de deux droi- 
tes consécutives est un infiniment petit d'un ordre supérieur 
au premier, cette distance est au moins du troisième ordre ; et 
les conséquences qui s'en déduisent relativement à Tordre de 
la distance entre deux tangentes consécutives d'une ligue à dou^ 
ble courbure. On peut, en modifiant l'ordre de succession de 
ces propositions , les établir géométriquement Tune et l'autre , 
comme nous allons le faire voir. 

I . «Si la distance de deux droites consécutives quelconques 
d'une série est un infiniment petit d^un ordre supérieur au 
premier, les droites de cette série sont les tangentes d'une 
même ligne de l'espace. Considérons, en effet, U surface ré- 
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glée S, ayant pour génératrices les droites de la série donnée : 
Tangle w de deux génératrices consécutives de la surface étant 
du premier ordre, et leur plus courte distance o étant, par hy- 
pothèse, d'un ordre supérieur au premier, le coefficient de 
distribution des plans tangents le long de chaque génératrice, 

A = lim. - , est infini -, la surface a même plan tangent le long 

de chaque génératrice ; elle coïncide avec la surface déi^e/op- 
pablequi serait l'enveloppede ces plans tangents; et les droites 
delà série donnée, dont chacune est située tout entière sur cette 
surface développable, coïncident avec les tangentes de son arête 
de rebroussement. 

Ce premier point peut encore s'établir, plus clairement peut- 
être, de la manière suivante. 

Considérant la ligne de striction OC de la surface S, soient 

OG, CG' deux génératrices infiniment voisines coupant cette 
ligne en O, CV; et soit OOj leur plus courte distance. Cette der- 
nière ligne étant au moins du second ordre, on en conclut, par 
l'emploi du triangle rectangle OOiO', ou que la cordeOO'de la 
Fîg. 28. ligne de striction est elle-même du second 

^2- '- ^ ordre, ou bien que cette corde restant du 

^ P^ premier ordi*e, l'angle qu'elle forme en O' 

* /o^'^>v^ avec la génératrice CVG' est infiniment 

6^ petit. On déduit immédiatement de cette 

seconde hypothèse, que les génératrices sont tangentes h la 
ligne de striction 00' qui devient dès lors l'arête de rebrousse- 
ment de la 5urfacc : et quant à la première hypothèse, elle 
conduit aisément à la conclusion que la ligne de striction se 
réduit à un point unique; la surface se réduisant elle-même 
à un cône ayant son sommet en ce point. 

2. La distance de deux tangentes consêcuti\^es d'une ligne, 
à double courbure est un infiniment petit du troisième ordre 
mesuré par le douzième du produit des angles de contingence 
et de torsion j multiplié par Varc intercepté entre ces tan- 
gentes, (Ossian Bonnet, Noui^elles Antiales de Mathémati- 
ques , i853, page 192.) 
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On peut évidemment, dans la recherche de la distance dont 
il est question , substituer à la ligne proposée L , qui est quel- 
conque, une ligne sphérique / ayaiit avec elle un contact du 
trQisième ordre; et au lieu de laisser indéterminée la nature do 
cette ligne sphérique , on peut la regarder comme une dévelop- 
pante aa' d'un petit cercle ce* de la sphère : car on fait ainsi 
intervenir réellement, quoique d'une manière implicite, qua- 
tre points, et, par suite, deux tangentes consécutives des li- 
gnes L et /; ce qui est nécessaire et suffisant dans le problème 
actuel. 

Cela posé, menons deux arcs de grand cercle infiniment voi- 
sins, normaux en a^ a' à la ligne sphérique acl^ tangents en 
c, d au petit cercle dont le pôle est p, et se coupant en i ; me- 
nons en outre les arcs pc, pd ^ pi^ les rayons o/, oa^ oal et la 

corde aaf-^ et posons, suivant la notation déjà employée, 

ac = ô, flV = 0-4- rfô, are ce' = «/Ô, pc = ô', cpc z=z e\ 

Le rayon oi de la sphère étant parallèle à la droite qui mesure 
Fig. 29. la plus courte distance u des 'tangentes 

en tty al de la ligne considérée aal^ cette 
plus courte distance est égale à la projec-* 
tion de la corde aa!^ ou à la diiTérence 
des projections des rayons oaf et oa^ sur 
le rayon oi : on a donc 

CI = ces ia' — CQS la, 

ou, par des transformations qui se lisent 
aisément sur la figure, 




çi:=2sin (ô H- g), sin 



ic -4- ic — arc ce 



z désignant un arc infiniment petit. D'ailleurs, si on suppose 
menées les cordes sous-tendant les arcs ic, id, cd^ on sait que 
chacun de ces arcs est égal à la corde correspondante augmen- 
tée d'un infiniment petit du troisième ordre, et que la corde 
enveloppée cd ne diffère de la somme des deux autres cordes 
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cij c'i que d'une quantité du même ordre : il en résulte que 

,, ic-^ic' — arc ce' . . 1 • •» j 

1 arc est, ainsi que ct, du troisième ordre-, et 

que, sans commettre aucune erreur de cet ordre, on peut écrire 

CI = sin 9 [ic -h ic' — arc ce'). 
Or, on a, sans rien négliger, 

fa) arc ce' = cpc? . sin cpz=ze\ sin Ô' ; 



et 



e' 



tang ic =z sin 0' . tang - 9 



ou 

( b ) /c 4- ic' sas 2 ic = 2 arc tang . sin ô' tang - *, 



c' 



2, 



ou encore, en négligeant cette fois les infiniment petits d'uii 
ordre supérieur au troisième, 

^ ^ ^2 e' 

(b') ic 4- ic' = 2 sin B' . tang -sin» 0' . tang» -. 

2 Cl 2 



On déduit de là, en remarquant que tang - — - = -5 tang» -» 



— -— / e' e'\ 2 e' 

ic -\- ic' — arc ce' = 2sin ô' I tang I — ^ sin» 0' . lang» - 

2 • <?' 2 ^ 

= -r sin 0' tang» — (i — sin^ Ô') = ^ sin ô' cos* ô' . tang»-; 

o 2 3 2 

d'où, en substituant dans l'expression de <?, et remplaçant 
tang -par-, 

(1) ©=: — e'»sinô,sinô'cos'0'. 

^ ' 12 

Enfin, en désignant. par e, h et â?5 les angles de contingence et 
de torsion et l'arc élémentaire de la ligne aa\ on a les rela- 
tions connues 

, e'g € ^ . ^ ^, ce' rfô // 

e z=z — 2- = ~, rtf=:esin0, lan^G = — = — = ^<> 

ces 6' cosO' ' ^ e' g e e 
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que Ton peut écrire 

^ f cos 9' 



ds 

(3) sine=:-, 

(^) sin ô'== -cosô' : 

et si on multiplie membre à membre les relations (i), (2), 
(3) et (4)9 on trouve, en simplifiant, la formule énoncée 

e.h.ds 

(32) «j =; 



la 



3. Si on suppose du quatrième ordre la distance entre deux 
tangentes consécutives^ Tun des nombres e, ou A, doit être 
infiniment petit par rapport k ds'^ et la ligne considérée est 
droite dans le premier cas, et plane dans le second. 



CHAPITRE VI. 

DE3 LIGNES A DOUBLE COURBURE QUI , COITSIDÉRÉES DANS TOUTE 
LEUR ÉTENDUE, JOUISSENT EN CHACUN DE LEURS POINTS d'uNE 
MEME PROPRIÉTÉ, MÉTRIQUE OU DESCRIPTIVE ; ET DE LA DÉFINI- 
TION GÉOMÉTRIQUE DE CHACUNE DE CES LIGNES d' APRÈS CETTE 

PROPRIÉTÉ. THÉORÈMES. ROLE IMPORTANT DE l'iNDIGATRIGS 

DANS LA DÉMONSTRATION DE PLUSIEURS d' ENTRE EUX. 



I. 

Propriétés descripti\^es , 

59. Si les tangentes d'une courbe rencontrent un plan fixe 
sous un angle constant, cette courbe est une hélice, ou une 
ligne géodésique d'un cylindre perpendiculaire au plan direc-» 
leur ; semblablement , 

Théorème I. Si les tangentes d'une courbe à double cour- 
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buf^e rencontrent une sphère fixe S sous un angle constant y 
cette courbe est une ligne géodésique tracée sur un cône con- 
centrique à la sphère directrice, abstraction faite du cas, dont 
la possibilité est évidente, où la courbe serait une simple ligne 
spbérique, appartenant à une seconde spbère concentrique à la 
proposée. 

Démonstration. Que Ton développe, en effet, sur un plan 
le cône auxiliaire ayant pour sommet le centre S de la sphère, 

et passant par la courbe donnée AA\ Dans 
ce développement, la ligue TT' déterminée 
sur la spbère par les traces des tangentes 
de la courbe proposée, se transformera en 
un cercle tt' ayant pour centre le point 5, 
ou se réduira à un point unique t. Dans 
le dernier cas , toutes les tangentes de la 
lîgae AA^, transformée, concourent en un 
même points cette ligne est droite, et la 
courbe primitive A A' est une ligne géode-* 
sique du cône déjà défini : dans le premier, 
les tangentes de la ligne A A', transformée, 
coupent le cercle (tt', s) sous un angle 
constant \ cette ligne est un second cercle 
concentrique au premier, et la courbe primitive AA' appartient 
à une sphère concentrique à la sphère directrice proposée. . 
Corollaire. Les tangentes d'une ligne à double courbure 
ne peuvent rencontrer deux sphères, distinctes et nonconcen- 
triques, sous des angles constants. 

Scolie. Nous verrons plus loin (voir ci -après, chap» VIII) 
que toute surface dév^eloppahle dont une ligne de courbure 
(ou une trajectoire orthogonale des génératrices rectilignes) 
est plane, a pour arête de rebroussemcnt une ligne géodésie 
que tracée sur un cylindre perpendiculaire au plan de celte 
ligne ,• toutes les autres lignes de courbure de la surface pré- 
sentant, en outre, les mêmes particularités : semblablement, 
toute surface déi^eloppable dont une des lignes de courbure 
est une ligne sphérique, a pour arête de rebroussemcnt une 
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ligne géodésique tracée sur un cône concentrique à la sphère 
gui contient cette ligne; et toutes les lignes de courbure de la 
surface appartiennent à des sphères concentriques. Il suffit , 
pour le démontrer, de concevoir développé sur un plan le cône 
auxiliaire passant par T arête de rebroussement AÂ' de la surface 
considérée, et ayant pour sommet le centre S de la sphère qui 
contient la ligne de courbure donnée TT'. Car la ligne AA'^ 
étant une développée de TT^, la mèmie relation subsiste encore 
entre ces deux lignes après le développement. Celui-ci doit 
donc transformer la ligne TT', non en un cercle f «', parce qu'ar 
lors la ligne A A' se réduirait à un point, mais en un point 
unique f : et ce résultat conduit, comme précédemment, à la 
définition de Tarète de rebroussement A A'. D'ailleurs, Tune 
quelconque des autres lignes de courbure, TiT, , se transfor- 
mant en un point unique /| .par le même développement, la 
distance de ce point au sommet S du cône développé représente 
le rayon d'une sphère, conc^ trique à la première, et conte- 
nant la ligne de courbure considérée. 

On aurait pu éviter une nouvelle démonstration ef rentrer 
dans le théorème I, en remarquant que la sphère S, qui contient 
la ligne de courbure donnée, coupe la surface sous un angle 
constant. 

Théorème IL Si les tangentes d 'une courbe à double cour- 
bure sont tangentes à une même sphère, cette courbe est une 
ligne géodésique appartenant à un cône concentrique à la 
sphère; ou une ligne sphérique. 

Démonstration, Le théorème actuel est un cas particulier du 
précédent, et se démontrerait, directement, de la même manière. 

Corollaire. Les tangentes d'une courbe à double courbure 
ne peuvent être tangentes à deux sphères distinctes. 

60. Théorème III. Si par le centre d'une sphère on mène 
des rayons parallèles aux normales principales d'une ligne 
à double courbure fermée , mais d^ ailleurs quelconque ; leurs 
extrémités forment une courbe fermée ^ partageant la sut face 
de la sphère en deux parties éqnii^alentes (Jacobi). 
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Démonstration, .Considérons Tindicatrice sphérique tt^ de 
la ligne considérée,^! appliquons-lui la construction qui fournit 
la courbe nn^y lieu des extrémités des rayons de la spbère pa- 
rallèles aux normales principales de la ligne primitive ; c'est* 
à-dire prenons sur chaque grand cercle tangent à F indicatrice 
un arc tn égal à un quadrant. Si nous prolongeons, en outre, 
chacun des arcs tn en nt\ jusqu'au point diamétralement op- 
Fi(r 3i posé au point t^ le point l! ainsi obtenu 

décrira sur la sphère une courbe t't\ , sy- 
métrique de la première f/i. D'ailleurs, la 
ligne primitive étant fermée, il en sera 
de même de chacune des lignes /fi, t' t\ , et 
les aires sphériques enveloppées par ces 
. lignes seront équivalentes. Il suffira donc, 
pour démontrer la proposition, d'établir 
que la courbe nn^ divise en deux parties 
équivalentes la portion de la sphère comprise entre les lignes tty , 
«'/',. Or ceci est évident, car si l'on appelle /, l'ies points d'iu-» 
tersection des grands cercles tnt'^ t^ /i, /', , on peut prendre pour 
éléments respectifs des aires sphériques comprises entre la 
courbe nn^ et chacune des lignes f/f, t't\^ les triangles infinité- 
simaux 1/2 /2i, i'nnix Qi comme chacun des arcs iW, iVii, l'n, 
i'nx diffère infiniment peu d'un quadrant, ces triangles sont 
équivalents. 

Observation, La démonstration précédente n'est autre que- 
celle de M. Bonnet (voir Journal de VÈcoie Polytechnique ^ 
1848, page r 3 2), dégagée néanmoins de quelques considéra liona 
qui paraissent étrangères à la question. 

61 . Théorème IV. Si les normales principales d'une ligne 
sont parallèles à un plan fixe, cette ligne est une hélice 
cylindrique. (Bertrand, Journal de Maffiématiques y i85o, 
page 343.) 

Démonstration, Les tangentes rectilignes de l'indicatrice de 
la ligne considérée, étant parallèles aux normales principales de 
cette ligne ^ sont, dans le cas actuel, parallèles à un même plan : 
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rindicatrice est donc plane et, par suite, circulaire; el les 
rayons de la sphère qui aboutissent à ses différents points font 
avec une direction fixe un angle constant. Il en est donc de 
même des tangentes de la ligne primitive, parallèles à ces 
rayons; et cette ligne est une hélice tracée sur un cylindre 
dont les génératrices sont perpendiculaires au plan fixe donné. 

62. Théorème V. Si les normales principales d'une 
courbe sont parallèles aux génératrices d'un cône dé réi^olu- 
tion, cette courbe est une ligne géodésique d'un Ihéliçoïde dé- 
veloppable. 

Démonstration, La réciproque de cette proposition est évi- 
dente, puisque les normales principales d'une telle ligne géodé- 
sique coïncident avec les normales mêmes de rhéliçôïde; et que 
ces dernières étant perpendiculaires aux plans osculateurs d^une 
hélice, lesquels sont parallèles aux plans tangents d'un pre- 
mier cône droit, sont parallèles aux génératrices d'un second 
cône, de même axe que le premier. 

Pour établirla proposition directe, imaginons que, par les di- 
verses tangentes de la ligne considérée tt\ on mène les plans rec- 
tifiants, perpendiculaires aux plans osculateurs correspondants 
de cette ligne. Ces plans formeront par leurs inlersectîons'suc- 
cessives une surface développable, la surface rectifiante, qui est 
ici un héliçoïde Oh voit aisément, en effet, que la génératrice 
de cette surface, pouvant être regardée comme perpendiculaire 
à deux normales principales consécutives de la ligne proposée, 
normales parallèles elles-mêmes à deux génératrices consécu- 
tives d'un cône droit, est perpendiculaire au plan tangent de 
ce cône, et fait avec Vaxe de ce cône un angle constant. L'arête 
de rebroussement de la surface rectifiante, dont celte génératrice 
est une tangente, est donc une hélice, et la surface rectifiante 
elle-même est un héliçoïde développable. Enfin les normales 
principales de la courbe proposée, qui appartient à cet héli- 
çoïde, étant normales à la surface, cette courbe est une ligne 
géodésique de T héliçoïde. 

On peut établir aussi la proposition par l'emploi de i'indica- 



THÉORÈMES. ^3 

irice. Car leâ tangentes reclilîgnes de celle dernière, qui sont 
parallèles aux normales principales de la ligne pnroitive, se 
trouvent) dans le cas actuel, parallèles aux génératrices d'un 
cône de révolution. L'indicatrice est donc une hélice sphéri- 
que, ayant un petit cercle de la sphère pour dé\^eloppée (voir 
page Sg). Or, les plans d<^s grands cercles normaux à l'indi- 
catrice sont parallèles aux plans rectifiants de la ligne primitive, 
et la développée de l'indicatrice sert d'indicatrice à l'arête de • 
rebroussement de la surface rectifiante (t;o/V page 76). Cette 
arête, ayant un petit cercle pour indicatrice, est donc une hé- 
lice cylindrique, et la surface rectifiante est un héliçoïde dé- 
veloppable. 

63. Théorème VI. Si les normales principales d'une 
courbe rencontrent utie droite fixe oz, cette courbe est une 
ligne géodésique tracée sur une surface de réi^olution~ ayant 
pour axe la droite oz. 

Démonstration, Si Ton considère, en effet, la surface de 
révolution engendrée par la rotation de la courbe donnée AB, 
autour de Taxe 02, la normale à celte surface, en chaque point 
delà courbe AB, devra être normale à cette, courbe elle-même, 
et rencontrer en outre Taxe oz de la surface*, et comme ces 
conditions sont déjà remplies par la normale principale de la 
courbe AB, ces deux normales coïncident, et la courbe AB est 
une ligne géodésique de la surface de révolution déjà définie. 

Il résulte de ce théorème qu'il suffirait, pour rechercher les 
propriétés que présente, par rapport à une droite fixe o^, une 
ligne à double courbure dont les normales principales rencon- 
trent constamment cette droite, d'examiner les liaisons qui 
existent entre une ligne géodésique d'une surface de révolu- 
tion et l'axe de cette surface : or ces liaisons sont exprimées 
parla proposition suivante : 

Théorème VII. En chaque _ point d\ine ligne géodésique 
d'une surface de révolution^ le rayon du parallèle qui passe 
par ce point^ multiplié parle cosinus de F angle de ce parai* 
lèle et de la ligne géodésique considérée, donne un produit 
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constant. (Clairaut, Mémoires de V Académie des Sciences, 

1733.) 

Première démonstration. On sait qu'une ligne géodésîque 
d'une surface quelconque peut être considérée comme la tra- 
jectoire d'un mobile qui, animé primitivement d^une vitesse 
convenablement dirigée, et n'étant sollicité par aucune force 
extérieure, serait uniquement soumis à la réaction normale de 
la surface. D'ailleurs, et dans ces circonstances, le mouvement 
du mobile étant uniforme, les arcs parcourus sont proportion- 
nels aux temps ; et l'on a 

(i) cis = c,dty 

c désignant une constaiite. D'un autre côté, le mobile pouvant 
être regardé comme entièrement libre et souniis à l'action 
d'une force extérieure représentant la réaction normale de la 
surface supprimée ] sa projection, sur un plan quelconque, se 
meut comme un point matériel sollicité à chaque instant par 
la projection, sur ce plan, de la réaction normale primitive. 

Or, si l'on suppose maintenant que la surface considérée 
soit de révolution autour de Taxe oz, et que le plan de projec- 
tion :fy soit perpendiculaire à cet axe, on voit que la projec- 
tion, sur ce plan, du mobile primitif se meut sous l'action 
d'une force émanant d'un centre fixe o, qui est le pied de l'axe 
oz sur le. plan xy. Les aires décrites autour du point o par le 
mobile projeté spnt donc proportionnelles aux temps 5 et Ton 
a, en désignant par r le rayon du parallèle et par c/ une nou- 
velle C/ons tan te, 

(a) r^fi(à=c\eit; 

enfin, de la comparaison des relations (i) et (2), on déduit, 

(3) r. —— •s= - = constante: 

^ ' ' as c 

et il est aisé d'apercevoir dans cette relation l'expression ana- 
lytique du théorème VIL 

Seconde démonstration, A A' étant une ligne quelconque 
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tracée sur la surface de révolution qui a pour axe la droite zz^ 
nous désignerons par r, comme précédemment, le rayon du 
parallèle qui passe par ce point ; par Tinclinaison de ce rayon 

sur la courbe méridienne jz A du même point; par i et i+ cfi 
les angles que la courbe considérée A A' forme, en A et A', avec 
les courbes méridiennes de ces points, et par d(ù l'angle formç 
par les plans de ces dernières. 

Ces notations posées, imaginons, par le centre d'une sphère, 
des rayons oz, oa^ool parallèles respectivement à l'axe de la 
surface et aux tangentes des sections méridiennes aux points 
A, A' 5 et, a^ant construit l'indicatrice ad de la courbe AA', 
menons les arcs de grand cercle za^ zol (parallèles aux plans 

# 

des sections méridiennes des points A, A'): aa, do! perpendi- 
culaires aux précédents et se coupant en p : enfin, décrivons du 
point ^, comme pôle, l'arc de cercle aa^. On a, dans le triangle 
rectangle aa^ a', 

(û) a, d z=z ad . cos « = E ces a , 

E et a désignant l'angle de contingence et l'inclinaison, sur le 

plan tangent, du plan osculateur de la 
ligne AA' en A. D'ajlleurs l'arc za^ 
pouvant être considéré comme perpen- 
diculaire en k sur l'arc aap, on peut 
regarder le point p comme le pôle de 
l'arc kdy et poser l'égalité 




Aa = dûi, 



d'où l'on déduit 



fli û' = ( dd — aot) —'k(x.z=zdl — X a , 



OU 



[b) Oïd =zeii — cosd.r/eo; 

et la comparaison des relations (a) et (b) conduit à celte for 
mule générale 

{ 33 ) E^ = Ê . cos a=z di — cos ô . ^6) , 
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qui se réduit, dans le cas où il s'agit d'une ligne géodésique, à 

celle-ci : 

di — cos . du = o . 

Enfin on trouve sur la figure de Tespace, et en désignant par 
da Tare élémentaire de la section méridienne, 

_ndr , dr 

cose=± — 1 rc/«= tfo-. lang/; cosô.aw=r± — tang/: 

et la substitution de cette dernière valeur dans la formule pré- 
cédente donne successivement 



On pourra d'ailleurs faire disparaître F ambiguïté que présente 
encore cette formule, en prenant, au lieu d'une surface quel- 
conque, un cône de révolution dont les lignes géodésiques 
sont, évidemment, représentées par F équation 

(34) rsin/ = constante. 

Scolie, Les normales principales d'une ligne à double 
courbure peuuent-elles rencontrer constamment deux droites 
fixes, non situées dans le même^pkan^ ou, en d'autres termes, 
deux surfaces de réi^olution^ dont les axes ne se rencontrent 
pas y peuuent-elles être en contact suwant une ligne géode- 
sique? 

Si celte question devait être résolue négativement, le théo- 
rème suivant serait une conséquence immédiate de cette con- 
clusion, et la démonstration que nous allons en donner devien- 
drait inutile. 

Théorème VIII. Les normales principales d'une ligne àdou-^ 
ble courbure ne forment jamais une surface réglée du second 
degré. (Bertrand, Journal de Mathématiques^ i85o, p. 342.) 

Démonstration, Une ligne à double courbure quelconque 
est, en effet, une ligne asjmptolique delà surface galiclie for- 



<//± — tang/=ro> 


cos i'.di . dr d.sini ' dr 
— r-T-±— o, . . ±-- — o; 
smi r sini r 


d'où, en intégrant, 


« 




r*' . sin / — constante. 
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niée par les normales principales de cette ligne; et il ne passif; 
d'ailleurs, en chaque point d'une surface quelconque, que devCK 
lignes asymptoiiques. Or, dans une surface réglée du second 
degrë (hyperboloïde à une nappe, ou paraboloïde hyperboli- 
que), toutes les lignes asymptotiques sont des lignes droites^ à 
Ravoir, les génératrices recliligncs de la surface, de l'un ou de 
l'autre système : donc, etc. 

Corollaire. Los normales principales d'une ligne h dùu^ 
hic courbure ne peuvent rencontrer en même temps trois 
droites fixes ^ ou, rencontrer deux droites fixes et se trousser 
parallèles à un plan fixe '. et, en particulier, /t*5 normales 
principales d'une hélice cylindrirpie quelconque ne peui^ent 
rencontrer deux droites fixes, 

6i. Théorème IX. Si les normales principales d'une ligne 
rencontrent à angle droit une droite fixe OZ, cette ligne est 
une hélice tracée sur un cylindre de rév^olution ayant pour 
axe la droite OZ. 

Démonstration, D'après le théorème VI, la courbe consi- 
dérée est une ligne géodési que delà surface de révolution S, 
qui aurait pour génératrice celte courbe elle-même, et pour 
axe la droite OZ. D'ailleurs les normales principales de la 
courbe, ou les normales de la surface S, étant perpendiculaires 
à l'axe OZ, les plans tangents de la surface sont parallèles h 
OZ, et la surface S est un cylindre parallèle à OZ. La courbe 
considérée est donc une ligne géodésique tracée sur une stff- 
face cylindrique, de révolution autour de Taxe OZ5 ou une hé- 
lice appartenant à un" cylindre de révolution. 

65. Théorème X. Si les normales principales dune courbe 
rencontrent sous un angle constant une droite fixe 07a, cette 
courbe est une ligne géodésique tracée sur un cône de /xVo- 
lution^ ayant pour axe la droite OZ. 

lyémonstration ^ II résulte encore des données de la ques^ 
lion que la courbe considérée est une ligne géodésique d'une 
surface de révolution \ et que les plans tangents de cette sur- 
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face fout avec Taxe OZ un angle constant : les tangeiiies d'une 
section méridienne de la surface, aux difiérents points de cette 
section, font donc avec l'axe OZ un angle constant-, la section 
méridienne est donc une droite, et la surface se réduit à un 
cône de révolution. 

Observation, Les normales principales de la ligne géodési- 
que considérée forment une surface gauche ayant Taxe même 
du cône pour ligne de striction. 

II. 
Propriétés métriques. 

66. Des relations existant entre Une ligne dont la pre- 
mière courbure est constante, et le lieu des centres de cour- 
bure de cette ligne. 

Soient AA'la ligne projjosée; AC, A'C ses rayons de cour- 
bure en A, A'j et CC la ligne des centres de courbure. La 

droite AC, de longueur constante , étant normale à la courbe 
décrite par sou origine, est aussi normale à la courbe décrite 
par son extrémité^ et ^a tangente du lieu des centres de cour- 
bure est, par suite, perpendiculaire à la normale principale. 
D'ailleurs la normale principale, la tangente du lieu des cen- 
tres de courbure et la droite polaire, relatives à un même 
point d'une ligne quelconque, sont toujours situées dans un 
même plan; et comme ces deux dernières droites sont Tune et 
rA.tre, dans le cas actuel, perpendiculaires à la première, 
elles coïncident. Donc les droites polaires , c'est-à-dire les tan- 
gentes deTarète de rebroussement de la surface polaire, coïn- 
cident avec les tangentes de la ligne des centres ; et, par suite , 
la ligne des centres de courbure elle-même coïncide avec l'arête 
de rebroussement de la surface polaire. Cela posé. 

Les normales principales de Tarète de rebroussement étant 
parallèles aux normales principales delà ligne primitive, quelle 
que soit cette ligne, les normales principales du lieu des cen- 
tres, dans le cas actuel , coïncident avec celles de la ligne pro- 
posée. 
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De même les laugeiiles de Tarête de reb rousse men t éiam, 
quelle que soit la ligne primitive, perpendiculaires aux plans 
osculateurs de cette ligne, les tangentes du lieu des centres de 
la proposée sept perpendiculaires-à ses plans osculateurs; et, 
par suite, inversement, les plans osculateurs de la proposée 
coïncident avec les plans normaux de la ligue des centres. II en 
résulte que la limite de Finterseclion de deux plans osculateurs 
ou la tangente de la proposée coïncide, avec la droite polaire 
relative à la ligne des centres-, et la courbe proposée est l'arête 
de rebroussement de la surface polaire relative à la ligne des 
centres. D'ailleurs le centre de courbure de cette dernière , si- 
tué à la fois sur la normale principale et sur la droite polaire, 
coïncide avec le point correspondant de la ligne -primitive , et 
celle-ci est à la fois la ligne des centres de courbure et r«rête 
de rebroussement delà surface polaire relatives à la ligne des 
centres CG dont le rayon de courbure . égal à cehii de la pro- 
posée AA', est constant comme lui. 

Enfin, le produit'dcs rayons de seconde courbure d'une ligne 
quelconque et de Taré te de rebroussement de la surface polaire 
est égal au produit de leurs rayons de première courbure : on 
a donc, entre les rayons de la courbe considérée et de la ligne 
des centres de courbure, la relation 

et en réunissant ces résultats, on obtient le théorème suivant: 

Théorème XL Sî l'on considère une courbe dont la pre- 
mière courbure est constante et la courbe lieu des centres de 
courbure de la première^ ces deux courbes ont mêmes norma- 
ies principales ; chacune déciles est à la fois la ligne des cen- 
tres de courbure et l^aréte de rebi\>ussenient de la surface 
polaire relat'wcs à Vautre^ leurs premières courbures sont 
égales, et le produit de leurs secondes courbures est constant 
et égal au carré de la première courbure commune à ces deux 
lignes ( Bouquet ) . 

67. Théorime XII, Si les deux courbures d'' une ligne ont 
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un rapport, constant , cette ligne est une hélice cjlindrigue. 
(Bertrand, Journal de Mathématiques , 1848, page 4^3 ) 

Première démonstration , Considérons rindicalrice sphéri- 
que de la ligne proposée : le rayon de courbure géodésique àv. 
Tindicalrice étant égal au rapport de la première à la seconde 
courbure de la ligne primitive, la courbure géodésique de l'in- 
dicatrice est constante, et l'indicatrice est un petit cercle de la 
sphère. Il en résulte que les rayons de la sphère aboutissant 
aux différents points de l'iiidicatrice, et, par suite, les tangen- 
tes de la ligne primitive, qui sont parallèles à ces rayons, font 
un angle constant avec une direction fixe : et la ligne primitive 
est une hélice, tracée sur un cylindre parallèle à cette direction. 

Seconda démonstration. Considérons la surface recti- 
fiante relative à la ligne proposée. Les génératrices de cette 
surface sont parallèles aux droites qui mesurent les plus courtes 
distances entre les normales principales consécutives de la ligne 
proposée 5 et l'inclinaison de l'une de ces droites sur cette ligne 

R 
a pour tangente irigonoméirique le rapport — ' de ses deux 

courbures, rapport qui est ici constant, par hypothèse. La 
courbe proposée, qui est toujours une ligne géodésique de la 
surface rectifiante, est donc, en outre, dans le cas actuel, une 
trajectoire sous un angle constant des génératrices rectilignes 
de cette surface, et conserve la même propriété après le déve- 
loppement de cette dernière sur un plan. La courbe proposée 
se transforme donc par le développement de la surface recti- 
fiante, en une ligne droite qui coupe sous un angle constant 
les génératrices développées. Les génératrices sont donc paral- 
lèles après et, par suite, aussi avant le développement; la sur- 
face rectifiante est un cylindre, et la courbe proposée est une 
hélice tracée sur ce cylindre. 

68. Théorème XIIL Si chacune des deux courbures d'une 
ligne est constante, celte ligne est une hélice tracée sur un 
cylindre de résolution. (Puiscux, Journal de Mathématiques , 
tome VII, 1842, page 65.) 
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Démons tralioti. Les deux courbures de la ligue proposée 
étant séparément constantes, leur rapport est aussi constant; et 
cette ligne est une hélice, d'après le tljéorème précédent. D'ail- 
leurs le rayon de première courbure de cette hélice étant con- 
stant^ il en est de même du rayon de courbure de la section 
droite du cylindre qui la contient ('Vo/Vpage y): Cette section 
droite est donc un cercle, et le cylindre est de révolution. 

69. Théorème XI V^ Toute hélice clans laquelle le rap^ 

porc —-^ est constant (sans être nul) appartient à un cylin^ 

dre ayant pour base une spirale logarithmique ^ cette courbe 
est en. même temps une hélice conique coupant sous un angle 
constant les génératrices tVun cône de réi^ol ut/on, dont l'axe 
passe par le pôle de la spirale et se troui^e parallèle aux gé^ 
nératnces du cylindre. Nous appellerons cette courbe hélice 
cylindrO'-co nique. 

Démonstration. Le rayon de courbure p et l'arc s delà sec- 
tion droite du cylindre qui contient Thélice considérée, étant 
respectivement proportionnels aux grandeurs correspondantes 

et analogues de celle-ci , le rapport - - de leurs différentiel les 

est constant pour la section droite , comme le rapport -— î 

pour l'hélice : et l'on en conclut, en premier lieu (i;o//page 89, 
Observation), que cette section droite est une spirale logarith- 
mique. 

Que l'on regarde, ou second lieu, l'hélice donnée comme la 
génératrice d'une surface de révolution ayant pour axe la paral- 
lèle oz aux génératrices du cylindre menée par le pôle o de la 
spirale, et que l'on rapporte la section méridienne de cette sur- 
face à Taxe oz et à une perpendiculaire ox à oz menée dans le 
plan de la section. On reconnaît aisément que les variations 
correspondantes des coordonnées z et x d'un point de la sec- 
tion méridienne sont mesurées respectivement par les projec- 
tions, sur l'axe du cylindre et sur le rayon vecteur delà spirale, 
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des arcs correspondants de l'hélice et de la spirale; et que ces 
variations, par suite, sont respectivement égales aux produits 
de ces arcs par des nombres constants. Or le rapport de ces 
arcs étant constant, il en est de même du rapport des varia- 
tions des coordonnées z et a: de la section méridienne ;* cette 
section est une ligne droite, et Thélice considérée appartient à 
un cône de révolution. 

EnGn , on voit immédiatement, à l'aide de l'indicatrice, 
qu'une courbe tracée sur un cône de révolution et faisant avec 
Taxe de ce cône un angle constant , coupe pareillement ses gé- 
nératrices sous un angle constant*, et la courbe considérée est 
une hélice cylindro-conique , suivant les termes de l'énoncé. 

Réciproquement, V hélice conique ^ c'est-à-dire la courbe 
tracée sur un cône de rév^olution et coupant ses génératrices 
sous un angle constant^ n'est autre que V hélice cjlindro- 
conique définie précédemment. 

On reconnaît, en effet, à l'aide de l'indicatrice, que les di- 
verses tangentes de la courbe considérée font un angle constant 
avec l'axe du cône, cette courbe étant dès lors une hélice tracée 
sur un cylindre parallèle à cet axe. D'ailleurs la section droite 
du cylindre, ou la projection de la courbe sur un plan perpen- 
diculaire à l'axe, est une spirale logarithmique. Car d'après la 
définition de T hélice conique, les variations correspondantes 
de l'arc de la courbe et du rayon vecteur issu du sommet du 
cône, sont dans un rapport constant : il en est donc de morne 
des variations de l'arc et du rayon vecteur de la projection; et 
le rayon vecteur de la projection coupe cellt;-ci sous un angle 
constant, ce qui est la définition de la spirale logarithmique. 

70. Théorème XV. Toute courbe coupant^ sous des an* 
gles constants, les génératrices d!un cône et celles if un cylin- 
dre, dont elle est la commune intersection^ appartient néces^ 
sairemcnt à un cône de réx^lution, et, par suite, est une 
hélice cylindro-conique. 

Démonstration, Menons, en effet, par le sommet o du cône^ 
un plan xy perpendiculaire à la direction oz des génératrices 
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du cylindre, et désignons par rei z les distances d'un point 
quel(;onque de la courbe au sommet du cône et au plan xy. 
On a cette double expression de Tare élémentaire de la 
courbe : 

ces I COS /j 

tel i\ désignant des angles constants. Il en résulte l'équation 

di^érentielle 

fir dz 

: = r-9 

COS« COSfi 

et Téquation, en termes finis, 

r __3 — C 
éos/ cosf, 

de la courbe considérée , C désignant une constante. D'ail- 
leurs une hélice, tracée sur un cône quelconque, ayant tou- 
jours le sommet du cône pour point asymptote, Téquation pré- 
cédente doit être^ satisfaite par r= o et z = o ; la constante C 
ost nulle, et Ton a simplement 

r z 



^ COS I COS II 

ou 

z COS /, 



r cos/ 



= constante. 



Et cette relation exprime que le cône qui renferme la courbe 
considérée est de révolution autour d'un axe oz parallèle aux 
génératrices du cylindre; ce qui suffit à la démonstration. 
(Vieille, Compléments et Analyse eLcle Mécanique, page 89.) 

71. Théorème XVI. Si une courbe à double courbure et 
la ligne des centres de courbure sont deux hélices tracées sur 
des cylindres parallèles, la courbe proposée est une hélice 
droite appartenant à un cylindre de ré^^olulion, ou une hé- 
lice cylindro- conique, (Tissoi, Nouv^elles Annales de Mathé- 
matiques^ i852, page 455.) 

Démonstration, Soient en elïel AA' Ja courbe proposée, 
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ce la ligue des centres de courbure et SS'ràrête de rebrousse* 
meut de la surface polaire relative à A A'. Cette dernière étant 
une hélice, il «nest de même de SS', et le cylindre qui la con- 
tient est parallèle au cylindre contenant AA' : donc, par suite 
de Thypoilièse, les hélices SS' et CC appartiennent à des cylin- 
dres parallèles. Or, on reconnaît facilement, par l'emploi de 
Tindicatrice, que « toute hélice CC, tracée sur un héliçoïde 
développabic, et appartenant à un cylindre parallèle à celui 
qui contient Tarête de rebroussement SS' de l'héliçoïde, est une 
trajectoire des génératrices rectilignes de la surface. » Donc, 
dans le cas actuel, la ligne des centres de courbure CC coupe^ 

sous un angle constant, et les droites polaires CS, et les nor- 
males principales CA de la ligne A A'. Or on a tpouvé [voir 
formule (26), page 83) 

sin:cC',CA) = ~^, 

et il en résulte pour le cas actuel la relalion 

R 

— - = constante; 
Ri 

on déduit d'ailleurs de la formule (25) (i^o/r page 81), 



R'_ Rî A/RA' 

RT-^^-^RflT^S-j' 



R 

et le rapport— étant constant, puisque la courbe est une hé-» 

lice, on a simplement .• 

//R, 



r/S 



= C = constante 



•On parvient plus rapidement encore à ce premier résultat, par 
Vemploi de la formule . 

tang(CC,CA) = -^=_._, 

qu'il est aisé de démontrer. 

Cela posé, si la constante C est nulle, Rj est constant et 
l'hélice appartient à un cylindre de évolution : dans le cas 



m 
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contraire, on rentre dans le théorème XIV, et la courbe est une 
hélice cylindro-conique. 

Obseri^alion, Quand la ligne primitive est une hélice tra- 
cée sur un cylindre de révolution, on sait que la ligne des cen- 
tresde courbure CC7 et l'arête de rebroussement SS' de la surface 
polaire, qui coïncident, sont des hélices de même nature que 
la première, tracées sur un cylindre de même -axe que le pre- 
mier; la ligne de striction de la surface gauche, formée par les 
normales principales, se réduisant à une ligne droite, coupée à 
angle droit par chaque génératrice, et qui est l'axe même du 
cylindre. Le ihéorème suivant, dont une partie seulement a été 
énoncée déjà par M. Tissot, met en évidence les propriétés 
analogues de Thélice cylindro-conique. 

72. Théorème XVII. Dans toute hélice cylindro-conique^ 
la ligne de striction 00' de la surface gauche des normales 
principales^ la ligne des centres de courbure CC, et rareté de 
rebrou96ement SS'de la surface polaire sont trois hélices cylin- 
drO'Coniques, appartenant à des cônes de même axe et de 
même sommet que celui qui contient la courbe primitiv*e. 

Démonstration, i). Nous occupant d'abord de la ligne de 
striction, soient 00' l'arc élémentaire de cette ligne, 00^ .= ct 
la plus courte dislance entre les normales principales AC, A'C; 

r la distance AO et m le rapport constant ^ relatif à Phélice 
AA'.Ona 

.a„g(00',AC)=«^=J^. 

« 

Or la ligne AA' étant une hélice dont les génératrices sont pa- 
rallèles à la plus courte distance OOi, celte plus courte dislance 
tj et l'arc élémentaire AA^=dS sont dans un rapport constant; 

en outre, à cause de la relation — - = --j= conslanle,AOou 

r est proportionnelle à AC ou Ri, dr est proporlionnelle à 
rfRj, et l'on a, par suite, 

tang(00',AC) = ^ = C^ = C', 
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C et C désignant des constantes. Il résulte delà, en général, 
que, pa/miles hélices^ celles qui appartiennent à un cylindre, 

ou à un cône de réuolu- 

Fig. 33. . w / 7 

lion y sont les seules pour les- 
quelles la ligne de striction 
de la surface gauche des 
normales principales soit 
une trajectoire des généra^ 
trices rectilignes de la sur- 
face; et, en particulier, que 
la ligne de striction OC re- 
lative à riiélice considérée 
AA', est elle-même une hé- 
lice tracée sur un cylindre 
parallèle h celui qui con- 
tient celte ligne. D'ailleurs, 
dans toute surface gauche 
à plan directeur^ les trajec- 
toires orthogonales des génératrices rectilignes^ projetées sur 
ce plan^ ont pour commune développée la projection de lu 
ligne de striction de la surface. Donc, dans le cas actuel, la 
section droite du cylindre contenant la ligne de striction 00' 
est la développée de la spirale logarithmique qui sert de base 
au cylindre contenant AA' ; cette section droite est un€ spirale 
logarithmique égale à la première et de même pôle, et la ligne 
de striction OC est une hélice cylindro-conique tracée sur un 
cône de même axe que celui contenant F hélice primitiv^e A A'. 
( Voir Théorème XIV .) 

?). Si l'on désigne, en second lieu, par/; le pôle commun des 
spirales aa'^ oo' projections des hélices A A', OC,' et que , pro- 
jetant sur le même plan CC suivant ce', on joigne pa^ po^ pc : 

-.1 OA R; , , 

on voit que Je rapport — = ~ étant constant, le rapport 

égal — est constant, ainsi que le rapport — • Mais déjà, sur la 

figure, le rapport — et l'angle ;;rto, ou pac sont constants j et 
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il résulte de tout cela que le rapport — et Taiigle/^ac sont con- 
stants, et que le triangle pac est donné d'espèce. L'angle apc et 
le rapport — sont donc constants à leur tour, et le point c 

décrit une spirale logarithmique, égale à chacune des précé- 
dentes aa', oo\ et de même pôle qu'elles. Il résulte, en outre, 
des relations précédentes entre les spirales aa! et ce', et du pa- 
rallélisme constant de AC et de «c, que le point c décrit une 
hélice sur le cylindre ayant pour base cc'^ de la même manière 
que le point A sur le cylindre ayant pour base aa'. 

Les éléments correspondants des lignes aa' et ce' étant, en 
offet , dans un rapport constant, on a 

CC'.sinv 

——7—.— =: constante : 

et les projections sur Ce et A a des éléments correspondants CC 
et A A' ét^t égales entre elles , on a 

ce . C0S7 

— — = i: 

A A .cosa 

on en déduit 

tanc;a 

— 2— = constante, 

tang7 

et, par suite, y est constant comme a. On en conclut que Ict 
ligne des centres de courbure CC est une liélice cylindrcHCO--^ 
nique ^ de même axe que les précédantes y A A' et OCV. 

3). Quant à Tarête de rebroussement de la surface po- 
laire SS', ses normales principales étant, dans tous les cas, 
parallèles à celles de la ligne primitive, et celle-ci étant une 
hélice dans le cas actuel ; SS' et A A' sont des hélices situées sur 
des cylindres parallèles; et il en est de même des hélices SS' 
et ce : d'où cette conséquence, déjà énoncée, que CC est une 
trajectoire des génératrices rectilignes de la surface polaire. Il 
résulte de là que le trièdre formé au point C, par la droite CS, 
la tangente à la ligne CC et la génératrice Ce du cylindre con- 
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tenant CC , est constant, ainsi que le dièdre suivant Ce, Or 
si l'on projette, sur le plan de projection déjà employé, SS' 
et ce suivant 55' et cc'^ il est facile de voir que les droites se 
qui sont tangentes à la ligne ss\ coupent la ligne ce' sous un 
angle qui mesure le dièdre précédent, et qui, par suite, de- 
meure constant. Si donc on appelle y le centime de courbure en c 

de la spirale cc\ que Ton joigne pc, py, ps et cy , on reconnaît 
que le quadrilatère cpys^ bi-rectangle en p et 5, est donné d'es- 
pèce, ainsi, par conséquent, que le triangle pas. L'angle cps et 

le rapport ~ sont constants^ le point s décrit une spi raie loga- 

ri thmique égale à chacune des précédentes, et de même pôle 
qu'elles 5 et V arête de rebrous sèment SS' de ta surface polaire 
est encore une hélice cylindro -conique ^ de même axe que les 
précédentes A A', OO' et CC 

4). Il est facile devoir, en dernier lieu, que les cônes de 
réi^olution contenant les quatre lignes A A', OC, CC et SS', 
ont même sommet P. Car si Ton appelle P le sommet du cône 
contenant A A', et si l'on conçoit que le point A se rapproche 
indéGniment du sommet P, le rayon de courbure AC = Ri 
de A A', qui est proportionnel à la distance PA , «tendra indc- 
Hniment vers zéro. Donc les trois côtés du triangle ACS, donne 
d'espèce, tendent simultanément vers zéro en même temps que 
le point A tend vers le sommet P. Il en résulte que 1rs sommets C 
et S de ce triangle, et le point O qui divise le côté AC dans un 
rapport constant, tendent à se confondre avec le point A, pen- 
dant que celui-ci tend lui-même vers le point P^ et les hélices 
décrites par les points O, C et S ont, pour point asymptote 
commun , le sommet P du cône contenant Thélice AA'5 ce qui 
suffit à la démonstration. 

Remarque /. La surface gauche formée par les normales 
principales de l'hélice AA' contient une inGnilé d^hélices 
cylindro- coniques, de même axe et de même sommât que la 
proposée^ ces hélices peuvent se construire par points en divi- 
sant dans un rapport constant quelconque chaque rayon de 
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courbure AC de la ligne proposée; et elles sont les lignes 
asymptotiques de la surface (ro/r ci-après le chapitre IX). 

Remarque II, Les rayons de première et de seconde cour^ 
bure de r hélice cjlindro-conique sont , en chaque point de 
cette courbe y proportionnels à la distance de ce point à un 
point fixe V.. Mais Ja réciproque n'est pas vraie, à moins que 
Ton n'ajoute la condition que le point fixe P appartienne, 
comme point asymptote, à la courbe considérée. 

73. Problème. Troiî\^cr la définition de la ligne à double 
courbure L dont les normales principales peuvent coïncider 
ax^ec les normales principales d^une seconde ligne L'; et les 
relations métriques, ou descriptiv^es, existant entre les lignes 
conjuguées \j etV! , 

Solution, i). Cherchons, en premier lieu, les relations des- 
criptives qui peuvent exister entre les lignes L, L' que nous 
supposons avoir mêmes normales principales. 

Recourant, à cet effet, aux indicatrices sphériques de ces 

deux lignes, nous remarquerons que les lignes considérées 

ayant mêmes normales principales, la ligne sphérique /i«,, 

lieu des extrémités des rayons parallèles à ces normales, doit 

Fig. 34. être la même pour les deux courbes 

L et L'.' Il en résulte, d'après la gé- 
nération de la ligne w/?i au moyen 
de chacune des indicatrices /f,, tt\ 
[voir page 78), que les arcs de 
grand cercle nt^ /ï^' sont des qua- 
drants, et sont eu outre tangents 
aux indicatrices f/i, tU\, Donc l'arc 
de grand cercle ti' joignant deux 
points correspondants quelconques de ces lignes est normal à 
l'une et à l'autre; les deux indicatrices ont même développée 
sphérique, et l'arc de grand cercle normal tl\ compris entre 
ces lignfs, conserve une valeur constante. Or cet arc mesure 
l'angle tot^ ou son égal, l'angle des tangentes aux lignes L. V 
menées par des points correspondants de ces lignes. Nous arrî- 
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vons donc à ce résultat, qui subsisterait encore si les normales 
principales des deux lignes , au lieu de coïncider, étaient seu- 
lement parallèles : Les tangentes des deux lignes conjuguéesh^ 
L', menées en des points correspondants de ces lignes , font 
entre elles, un angle constant. La figure sphériquc fournît 
d'ailleurs une première expression de la tangente de cet angle 
constant (p : car en désignant par 7r le centre de courbure spbé- 
rique des deux indicatrices pour les points t et t', on a 

^ = /? = tT? — . î?7 = 6' — ô, 
et, par suite, puisque Ton a 

R R' 

tango = —% tango' n^-;, 

l»^i ri, 



(i^ tang<p = 



r; r/ 



R, et Rj, R', et R', désignant les rayons de première et de se- 
conde courbure des lignes L, L'. 

a). Revenons, en second lieu, à la figure primitive compo- 
sée des lignes AB, A' B' et de leurs normales principales com- 
munes AA', BB'^ et cbercbons de nouvelles expressions de 
Tangle des éléments correspondants AB, A'B' de ces lignes, 
que nous savons demeurer constant. 

1*^. A cet effet, C étant le centre de courbure de la ligne AB 
pour le point A, décrivons du point C comme centre, et dans 

le plan osculateur en A, ACB, le petit arc de cercle A'ft' ter- 
miné à la droite CB prolongée , et joignons B'i'. On voit aisé- 
ment que la portion de normale principale, AA' ou BB', 
comprise entre les deux courbes, conserve une longueur con- 
stante^ que nous désignerons par la lettre w. Il en résulte queBB', 

Bi' ne diffèrent que d'un infiniment petit du second ordre; et 
que la droite B'i', déjà située dans le plan nornial en B elfai- 
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III 



sant avec Bb' un angle infiniment peu différent d'un droit, 
peut être considérée comme perpendiculaire au plan osculateur 
ACB ou A'CV, Dès lors les triangles infinitésimaux A'i'B', 
rectangle en U et dans lequel Tangle en A! est égal à Tangle ç ^ 
Fig. 35. B'Bi' et A!CV^ dont Jes angles 

en B et C représentent les angles de 
torsion et de contingence, H et E, 
de la ligne AB, nous donnent suc* 
cessivement : 

h' b' 

tangcp = — , 

B'//=H.BB'=:H./7, 




i'-rfe' 



K'b' 



De là, en multipliant membre à membre et simplifiant, 



H 



n 



n 



»«"g? = ïr 



E R, 



n 



ou enfin 



(^) 



R. 



R. R.4-« 



lang(p = 



n 
R^ 



n 



2°. Effectuant ensuite une construction analogueau point C, 
centre de courbure de la ligne A'B' pour le point A', les tri- 
angles infinitésimaux A&B, rectangle en i, et dans lequel Tan- 
gle en A est égal à l'angle (p -, BB'i^ et kCIb^ dont les angles en 
B' et C représentent les angles de torsion et de contingence, B[^ 
«t E', de la ligne A'B', nous donneront de même : 



R* «£ «/ ï 



A^ 



d'où 



(3) 



A6 E'(R', — «)' 



tangf = 



71 



1 — 



n 
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et si Ton réunît les résultats précé<lents dans un mémo énoncé, 
on obtient cette proposition : 

Théorème XVIII. Si les normales principales d^une ligne L 

sont en même temps les normales principales iVune seconde 

ligne L', I** les tangentes menées en des points correspondants 

de ces lignes font entre elles un angle constant (ç); ^^ il existe 

entre les rayons de première et de seconde xourbure de ces 

lignes, pris isolément ou collectivement , les relations sui^ 

liantes : 

n n li; R, 



(i) tang(p = 



Rj R, R, Ri 



R', R,' 



n II 

Ri R. R. Ri 



(p et n désignant des constantes , 

Observation , Les formules précédentes, ou du moins des 
formules équivalentes, ont été découvertes par M. Bertrand 
(voir Journal de Malhéniufiques, tome XV, page 332 ; i85o). 
On voit que la première de ers formules exprime que, entre 
les deux courbures d^une ligne possédant la propriété énon- 
cée, il existe une relation linéaire. M. Bertrand écrit celte 
Relation sous la forme 

^__ C^_ 
Ri R2 

la constante C restant indéterminée, et sa signification géomé- 
trique demeurant inconnue. Les relations (i) permettent de 

lever cette indétermination, et donnent C = pour la va- 

tang y ^ 

leur de cette constante. 

Corollaire. Si on suppose l'angle ^ égal h un droit, les 
formules générales ( i ) se réduisent à celles-ci : 

R, = — //, R', = «, R2R'2=r/î=: 

relations déjà trouvées, dans l'un des numéros précédents, entre 
une ligne L dont la première courbure est constante, et la 
ligne L' lieu des cenlrcs de courbure de la première. 
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74. Théôkème XIX. Réciproquement^ s'il existe entre 
les deux courbures d'une ligne AB une relation linéaire^ on 
peut construire une seconde ligne A'B' ayant mêmes normales 
principales que la première ^ et il existe entre les rayons de 
courbure de ces lignes, outre la relation supposée^ les autres 
relations exprimées par la formule [i) delà page précédente. 

Démonstration. Mettons la relation donnée sous cette 
forme : 



n 



(i) =C = constanle, 

et, la constante n étant, pour fixer les idées, supposée posi- 
tive, portons sur le prolongement des rayons de courbure de 
la ligue AB ou L, à partir de cette courbe, des longueurs AA', 
BB', . . . égales à la ligne n : le^ points ainsi obtenus formeront 
une courbe A' B', ou L', située toute entière sur la surface gau- 
che S formée par les normales principales de la courbe L, et 
coupant à angle droit les génératrices de cette surface. Or 
nous allons établir que la ligne L', ainsi définie, a mêmes nor- 
males principales que la ligne L. 

Et d'abord, les tangentes menées en des points correspon- 
dants A et a! des lignes L et U^ font entre elles un angle cons- 
tant, dont la tangente trigonométrique est précisément égale 
à la constante C {voirla figuré de la page m). 

Soient, en effet, O le point central de la génératrice A A'; 

OCy la plus courte distance entre A A' et la génératrice infini- 
ment voisine BB'; <I>, 4>' les inclinaisons des plans tangents de 
la surface S en A, A' sur le plan tangent en O, inclinaisons 

mesurées par les angles que forment avec 00' les tangentes des 
lignes L, L' aux mêmes points; (p = 4>' — ^ l'inclinaison mu- 
tuelle des plans tangents en A, A', ou des tangentes aux lignes 
L, U aux mêmes points 5 et soit enfin k le coeflScient de distri- 
bution des plans tangents de la surface S pour la génératrice 
AA'. 

8 
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On a, comme ou sait (i;oi> page lo, n**9), 

tang <l> = X . oA , lang <!>'=: â . oX' = k (o A 4- «) ; 
d'où 

k ,n k ,n 

ou 

D'un autre côté, 4> n'étant autre chose que rinclinaison, sur 
le plan osculateur de la ligne AB, de la plus courte distance* 
entre deux normales principales consécutives de cette ligne, 
on a (voir la formule 23, page 79), 

tang<ï»= tangO = —-9 

^> 

et, par suite, 

(b) *.«A = |i; 



enfin on a trouvé pour le coefficient k (voir la formule 24, 
page 8 x), l'expression 

et si on remplace ^.oÂ et k par ces valeurs dans la formule (a), 
il vient 

^ RÎ4-R; 

R? . R2 

tang ç = ' 



_^ RA' ^ R, R!h-R 



R,/ R, R* . R, 

> 

d'où^ en réduisant au même dénominateur et simplifiant, 



n 



\^) tangtp== — . 

1 H 

R. 

Ainsi la tangente de l'angle 9 a précisément pour valeur cette 
fonction des deux courbures de la ligue ABqui demeure cons- 
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lante d'après l'hypothèse exprimée par la relation (i)-, et, par 
suite, V angle 9 est constant: or ce résultat est suffisant pour 
établir que les droites A A', BB', . . . qui sont déjà les normales 
principales de la ligne AB, sont aussi les normales principales 
de la ligne A'B' (i;o/r la figure de la page 109). 

Considérons, en effet, les indicatrices sphérîques tt^^ t't\ des 
lignes AB, A'B'5 et soit nn^ la ligne sphérique formée par les 
extrémités des rayons on parallèles aux normales principales 
de la seule ligne AB, ou aux génératrices de la surface gauche 
déjà considérée. Les tangentes en A, A'' des lignes L, L'étant 
toutes les deux perpendiculaires à la génératrice AA', le rayon 
on, parallèle à cette dernière, est perpendiculaire au plan fo//; 
le point n est le pôle de l'arc de grand cercle tt\ et Tare nt est 
perpendiculaire à Tare «', qui demeure, par suite, toujours 
normal à la ligne tt^ : cet arc tl' est d'ailleurs constant, puis- 
qu'il mesure l'angle constant des tangentes aux lignes L, L'; 
on vient de voir qu'il demeure toujours normal à la ligne tt^ 
décrite par son origine f, il demeure donc pareillement nor- 
mal à la ligne zV,, décrite par son extrémité t' . Les indicatrices 
des lignes AB, A'B' ont donc môme développée sphérique •, par 
suite la ligne sphérique des normales principales^ /z/ij, est la 
même pour les deux courbes AB, A' B', et les normales princi- 
pales de ces courbes sont parallèles. Enfin, la NUôrmale prin- 
cipale en chaque point A de la courbe AB passant constam- 
ment par le point correspondant A' de la courbe A' B', la nor- 
male principale de celle-ci, qui passe par le même point et 
qui est parallèle à la première, se confond avec elle; et les 
>deux courbes ont mêmes normales principales. 

75. Théorème XX. Si les normales principales d^une 
ligne L sont en même temps normales principales de deux 
autres lignes distinctes^ U et L", chacune de ces lignes est une 
hélice tracée sur un cylindre de réi^olution ^ et la surface for- 
mée par leurs normales principales est un héliçoïde gauche à 
plan directeur. 

Démonstration, Désignons en effet par n* et n'^ les portions 

8. 
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constantes des génératrices de la surface gauche des normales, 
comprises entre la courbe L et chacune des courbes U cl U' \ 
par (p' et y" les angles constants des tangentes de la ligne L avec 
les tangentes correspondantes des lignes L' et V, En appli- 
quant la première des relations contenues dans la formule (i) 
du n** 73 [voir page 1 12) à chacun des deux systèmes formés 
par les lignes L et L', L et L", on a 



(0 





n' 




R, 


Idll^ cp 


n' 


1 


-^R. 




n" 


l'intr m" 


R. 

• 


t(til^ 3) — — 


«"' 



Cl ces relations, n^étant autre chose que deux équations du 

premier degré entre —9 -—et des constantes, assignent à cha- 

cunc des deux courbures de la ligne L une valeur constante : 
la ligne L est donc une hélice tracée sur un cylindre de révolu- 
lion; il en est de même pour chacune des lignes L' et L", et la 
surface formée par les normales principales, communes à ces 
lignes, est un héliçoïde gauche à plan directeur. 

Corollaire I. On déduit aisément des résultats qui précè- 
dent, la démonstration du théorème suivant, établi d'abord 
par M. Catalan (Journal de Mathématiques^ 184 2? P^gc 2o3) : 

Toute surface réglée dont les rayons de courbure sont en 
chaque point égaux et de signes contraires, est un héliçoïde 
gauche à plan directeur. On peut même donner plus de géné- 
ralité à l'énoncé, en disant que : S'il existe sur une surface 
gauche trois lignes L, L', \J' coupant à angle droit les généra- 
trices de la surface^ et en chaque point desquelles les rayons 
de courbure de la surface soient égaux et de signes contrai- 
res, la surface est un héliçoïde gauche à plan directeur. 

Il suffit^ en effet, pour démontrer celte dernière proposition, 
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(le remarquer qu'en vertu de l'hypoihèse, et d'après les théo- 
rèmes d'Euler et de Meunier, les plans osculatcurs dechacuile 
des lignes L, U, U', coïncident avec les plans tangents à la 
surface. Il en résulte que les normales principales de ces li- 
gnes coïncideAl avec les génératrices rectilignes de la surface : 
ces trois lignes ont donc mêmes normales principales ; chacune 
d'elles, d'après le théorème précédent, est une hélice appartc» 
nanl à un cylindre de révolution •, et la surface est un héliçoïde 
gauche à plan directeur. 

On trouve dans un Mémoire de M. O. Bonnet une démons- 
tration analogue [Journal de F Ecole Polytechnique ^ 1848, 
page i34). 

Corollaire II. Enfin le même théorème, combiné aveccelui 
du numéro précédent, conduit à la séparation en trois classes, 
déjà établie par M. Bertrand, des surfaces gauches formées par 
les normales principales des lignes à double courbure : La pre- 
mière classe renfermant les surfaces dont les génératrices 
sont les normales principales d'une courbe unique / la se- 
conde^ les surfaces dont les génératrices sont les normales 
principales de deux courbes distinctes ^ et la troisième enfîn^ 
les surfaces dont les génératrices sont les normales principa- 
les d'une infinité de courbes, cette dernière classe ne conte- 
nant que les héliçoïdes à plan directeur. [Journal de Mathé- 
matiqueSy^iS^Oj page 332.) 
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CHAPITRE VIL 

DES LIGNES TRACÉES SUR UNE SURFACE DE RÉVOLUTION. — SECTIONS 

PLANES. LIGNES ET CERCLES GÉODÉSIQUES. LOXODROMIES 

ET LIGNES d'ombre. 



76. L'équation en coordonnées polaires de la section méri- 
dienne d'une surface de réy^olution étant 

(I) /(p,sin&)) = o. 
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r équation de la section de cette surface par un plan incliné 
de V angle a sur Véquateur, sera ' 

(i) y(p', sina. sin«') = o : 

V origine des rayons vecteurs p et ^ étant le point d'intersec- 
tion du plan sécant et de Vaxe; et les angles », w' étant 
comptés, dans le plan méridien et dans le plan sécant, àpar-- 
tir des perpendiculaires à l'axe situées dans ces plans. 

^applications, a). La surface considérée étant un tore; et 
le plan de la section, mené tangentiellement à la surface par la 
projection sur Taxe du centre de la section méridienne : on 
aura, au lieu des équations générales (I) et (i) , 

{!') p' — 2rtCOSw.p-h«'cos'a = o, 

(i') p'* — 7.ns]\ — sin'asin'w'.p' + a*cos'a = o. 

Or celle dernière équation peut prendre, successivement, les 
formes suivantes : 



w' 



p' z=:asl i — sin'asin'w'±v^«'sin'a — fl'sin^asin' 

= a^\ — sin'asin^w'ztflsinacosw', 

(p'ipûsinacosw')^ = fl*(i — sin^asin^w'), 

p''qZ2nsinacosw'. p' -h^'sin'a — rt'=ro; 
et enfin 

p'':^2a sin a ces w' . p' — «' ces' a = o : 

équation du système de deux cercles, qui démontre le théo- 
rème de M. Yvon Villarceau. 

h). Soient encore 

(F) p= \/cos2w= v^i — 2sin^6) 

l'équation d'une lemuiscatc de Bernoulli, prise pour section 
méridienne d'iine surface de révolution ; et 

{i") p'i^v'i — 2sin'asin'«', 

l'équation de la section de la surface par un plan passant par 
le rentre de la Icinniscatc méridienne, et incline de l'angle a sur 
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Téqualeur. Si l'on pose sina=— > auquel cas l'angle a est do 

45 degrés, et le plan de la section est tangent à la surface^ 
comme dans le théorème précédent; il vient simplement 



p' = ± v^i — sin^o> = rt:cos« 

pour équation de la section considérée, qui est encore le sys- 
tème de deux cercles. On peut d'ailleurs parvenir géométri- 
quement à ce résultat en remarquant que la surface actuelle 
est la réciproque^ relative à Torigine, d*un hyperboloïde de ré- 
volution à une nappe, lequel est coupé par le plan sécant con- 
sidéré suivant deux génératrices rectilignes, parallèles entre 
elles, et ayant pour réciproques deux circonférences passant par 
l'origine, et mutuellement tangentes en ce point. 

77. Lignes géodésiques. L'équation générale des lignes 
géodésiques d'une surface de révolution 

(34) r sin / = constante, 

9 

déjà établie dans le chapitre VI, peut être obtenue plus simple- 
ment encore par la méthode de Maclaurin (*). 

Lemme. Parmi tous les triangles rectangles construits sur un 
côté donné de t angle droit , celui pour lequel V excès du temps 
employé à parcourir F hypoténuse av^ec une vitesse donnée v, 
sur le temps employé à parcourir le second côté de V angle 
droit ai^ec une vitesse Vi supérieure à v, est un minimum* 
— est celui dans lequel le sinus de f inclinaison de F hypoté- 
nuse, sur le côté donné de P angle droit, est égal au rapport - 

des vitesses données. Et celte propriété de minimum subsiste 
encore, dans les mêmes conditions, pour des triangles curvili- 
gnes infiniment petits tracés sur une. surface quelconque (Des 
méthodes j page 1 1 3 ) . 

Supposant ce Lemme établi , cl remarquant que , pour 



{*) Voir Traite des Fluxions, tome II, nO'572 et suiv.j et des Méthodes 
Géométrie, Malle t-Bachelicr^ i855, page 112. 
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toutes les lignes réunissant le point A au point B, la somme 

jdtii des angles consécutifs formés par les méridiens gui 

aboutissent aux points successifs A,.. .M, M'...B de ces 
lignes, est constante; on verra que la ligne géodésique cLer- 

chée, pour laquelle j MM' est minimum, coïncide avec la 

ligne pourlaquelleladiffércnce (MM' — 1 | rf'i) est minimum, 

X désignant un coefficient constant. D'ailleurs, cette différence 
totale sera rendue minimum, si l'on rend minimum chacune 

des différences élémentaires MM' — i. rf m = MM' — i. —^' 

dont elle se compose ; r désignant le rayon du parallèle du 
point M'; et M'fi' étant la projection sur ce parallèle de 
l'arc élémentaire MM' de la ligne considérée. Enfin, si l'on 
Fig. 36. conçoit que la zone totale comprise entre 

les parallèles extrêmes ait été décomposée 
en un très-grand nombre de zones par- 
tielles par une série de parallèles inlermé- 
diaircs, la série de ces parallèles étant la 
même pour toutes les lignes qui joignent le 
point A au point B : on pourra regarder 
comme donné l'arc Mfi' de méridien compris entre les paral- 
lèles des points M,M'; et l'on verra dès lors que la différence 

,,, . ,,,,, . Wu' MM' M'u' . . 

élémentaire MiVl — A — -- = — sera minimum, 

ï 
d'après le Lemme, si l'inclinaison i de l'arc MM' sur le méri- 
dien est définie par l'équation 



Bcnlavque I. L'équation précédente s'applique encore d'une 
manière plus générale aux lignes géodésiqucs d'une classe de 
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surfaces, étudiées par Monge, et comprenant les surfaces de 
révolution : nous voulons parler des surfaces dont les lignes de 
première courbure sont planes et situées dans des plans paral- 
lèles. On sait que les lignes de seconde courbure de ces surfaces 
sont également planes, perpendiculaires aux plans des pre- 
mières , et superposables entre elles : les lignes de première 
courbure, projetées sur le plan de Tune d'elles, ayant en outre 
même développée. Cela posé, en chaque point d'une ligne 
géodésique dune pareille surface, le rayon de courbure de la 
ligne de première courbure, et le sinus de Vinclinaison de la 
ligne géodésique sur la ligne de seconde courbure, sont les 
facteurs dun produit qui demeure constant dans toute Téten^ 
due de la ligne géodésique considérée, La démonstration 
précédente s'applique, à peu près sans modification, à la pro- 
position actuelle. 

Remarque II. La même équation conduit encore à cette 
conséquence dont la démonstration est facile, et que nous 
nous contenterons d'énoncer : Les côtés dhin triangle géo- 
désique quelconque^ tracé sur une surface de réi^olution^ for-- 
ment, av^ec les lignes méridiennes qui aboutissent aux trois 
sommets j six angles distincts ^ le produit des sinus de trois 
de ces angles, non adjacents, est égal au produit des sinus 
des trois autres, 

Remarque III. Enfin cette équation conduit encore à ce 
résultat qu une même ligne tracée sur une surface de réi^olu- 
tion ne peut être à la fois une loxodromie et une ligne géo- 
désique de la surface : exception faite toutefois du cylindre 
parmi les surfaces de révolution, ainsi que de l'équateur et des 
sections méridiennes dans chaque surface. Il en résulte, sous 
les réserves mentionnées, celte généralisation d'une propriété 
négatii^e, bien connue de la loxodromie sphérique : quelle que 
fût la nature de la section méridienne du solide terrestre^ sup- 
posé toujours de réy^olution^ la ligne parcourue par un vaiS' 
^seau qui suit constamment un même rumb de vent^ oblique 
au méridien^ ne saurait jamais être la ligne la plus courte 
entre le point de départ et le point d^anwée. 
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78. Expression de Vangle de contingence gèodésique 
d^une ligne quelconque. Que Ton mène, par deux points infi- 
niment voisins A et A' d'une courbe quelconque tracée sur la 
surface de révolution, deux lignes géodésiques tangentes à cette 
courbe en ces points^ se rencontrant en T, et formant en ce 
point un angle infiniment petit qui est, par déGnition, l'angle 
de contingence gèodésique E^ relatif à l'arc AA' de la courbe 
considérée. Si l'on mène le méridien du point T, et que l'on 
appelle i^ I les inclinaisons de la première ligne gèodésique sur 
les méridiens des points A,T, et l'^T les inclinaisons de la 
seconde ligne gèodésique sur les méridiens des points A' et T 5 
on aura, d'après le numéro précédent, 

Rsinl = rsini, Rsinl'= r'sînf', 

d'où 

sini rsin; 

sin V r' sin /' 

r, r' et R désignant les rayons des parallèles passant par les points 
A, A' et T. On déduit de la dernière relation, en remarquant 
que I — F = Eg, et que les angles 1,1', «' et /sont infiniment 
peu différents les uns des autres, ainsi que les rayons r^r^ el R, 



sinI — sinI' 




, . ., cos 

/'àini — r%\wi 1 


- 


— ^(rsint) 


sinr 


rsin/' ^ sml' 


1 ' '1 7 
r smr 


et enfin 










(33è/5) 











rcosi 



Le problème suivant va nous offrir une application de cette 
formule. 

79. Problème. Parmi les lignes, de longueur donnée, 
qui sur une surface de ré\^olution réunissent deux points don- 
nés^ trou\^er celle qui eni^eloppe une aire maximum. 

Solution, Imaginons que la zone totale comprise entre les 
parallèles des points extrêmes A oi R ait été décomposée 
en un très-graïul nombre de zones partielles , par une série 
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de parallèles intermédiaires, la série de ces parallèles étant 
la même pour toutes les lignes qui joignent ces deux points : et 
soit AMM'B la ligne cherchée {fig* 28). Cette ligne étant de 
longueur donnée, renfermant une aire maximum, et réunis- 
sant deux points appartenant à des méridiens dont l'angle est 
donné; l'intégrale 



/' 



(flfS — >R.É?« H- \L,dfù) 



sera minimum pour la ligne cherchée : en désignant par R^fcd 
l'aire élémentaire MM' m' m comprise entre éette ligne, deux 
méridiens consécutifs et le parallèle initial A«, dont on peut 
prendre le rayon pour unité; R étant une fonction du rayon 
du parallèle passant par le point M, indépendante de l'angle w, 
et dont la forme dépend de la nature de la section méridienne. 
Or, on rendra cette intégrale minimum, en rendant minimum 
chacun de ses éléments 



ou 



ou 



rfS- 


(>R 


— ft)rfw, 


M' — 


r 


''*.M'(* 


MM 


/ 





XR— u 



et comme l'arc Mfz' de méridien compris entre les parallèles 
des points M et M' peut être regardé comme donné, cette der- 
nière différence sera minimum, d'après le Lemme, si l'incli- 
naison / de l'arc MM' sur lé méridien est définie par l'équation 



I XR — a 

sm / = = 9 



ou 

(.r) >. R = p 4- A-sin /. . 

Différenliant cette équation, et remarquant que, 

r/R — f il ~ ; = rdi, 

d(i.\ «w 
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// (7 désignant l'arc correspondant Mfi' du méridien, il vient, 
successivement, 

\,rd<T=zd(rsini)f l.rcosi.dS = d(rsmi), 

(X') ^g^l rf(rsiD.) ^ 

\ rcosi 

9 

d'où, en divisant par l'équation (33 bis) de la page 122, 

(j: ) —-=:--■ = constante ; 

ce qui démontre que la courbure géodésique de la ligne cher-' 
chée est constante ^ et ce résultat, comme on sait, demeure vrai 
pour une surface quelconque. 

80. Des loxodrojuies. Si rapportant chaque point d'une 
surface de révolution à un parallèle et à un méridien fixes 
ox et oj^ on désigne par y Tare du méridien passant par ce 
point terminé au premier parallèle, et par x l'arc du parallèle 
passant par le même point et terminé au premier méridien, 
on trouvera immédiatement 

dx '•=: tang i.dy y 
et 

(3) orrrj.Ungi 

pour équation d'une loxodromie passant par l'origine des 
coordonnées. L'aire interceptée entre le premier méridien, la 
trajectoire et un parallèle quelconque, a pour différentielle, 
dans le même système, 

xdy = tang / .ydy ; 

et l'on en déduit, pour l'aire elle-même, 

(4) w=:~j\tang/. 

De la forme de Téquation (3) il résulte, ainsi que l'a fait 

remarquer M. l'abbé Aoust [Journal de Mathématiques y 

' tome XI, 1846, page i84)j q^e la loxodiK)niic joue, sur une 



\ 
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surface de révolution, le même rôle que la ligne droite dans 
le plan. En particularisant cette observation générale, on 
parvient aux résultats suivants : 

1 . Les loxodroniies issues d'un même point de la surface 
déterminent sur un parallèle quelconque des arcs propor^ 
tionnels, 

2. Les sommets dun triangle variable, formé par des 
loxodromies, glissant sur trois parallèles donnés, et les deux 
premiers côtés tournant autour de deux points donnés^ le troi- 
sième côtéj ou côté libre, passe continuellement par un troi^ 
sième point fixe, 

81 . Rayon de courbure géodésique d'une loxodromie. 
Nous avons trouvé dans le chapitre précédent \_voir page gS, 
formule (33) j, pour Tangle de contingence géodésique d'une 
ligne quelconque tracée sur une surface de révolution. 



Eo.= Ecosa = dizizcosQ. dôi : 



cette équation devient, en supposant que la ligne considérée 
soit une loxodromie, et négligeant les signes, 



d'où 



E»=cos9. dti). 



_ dS _ dS 



On a d'ailleurs 



''^ E. cosô.^w 

D 



rdùi 
dS = -,-^', 
sm; 



/• désignant le rayon du parallèle passant par le point consi- 
déré; et si l'on substitue cette valeur dans la formule précé- 
dente, il vient 

(35) K,,g=^,.~, 

^ sin i cos 

pour le rayon de première courbure géodésique d'une loxo- 
dromie : cette formule renferme celle qui a élé établie précé- 
demment pour la Toxodromie sphérique. 
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82. Des lignes ef ombre, relatives à des rayons incidents 
parallèles, 

a). Recourant au mode de représentation sphérique des li- 
gnes tracées sur une surface de révolution déjà employé dans 
le chapitre VI, considérons l'indicatrice sphérique aa^ d'une 
ligne d'ombre AA', et soient z^p les extrémités des rayons de 
la sphère parallèles à Taxe de la surface et à la direction des 
. „ rayons lumineux incidents *, menons les 

arcs de grand cercle zp, pa^ pal qui re- 
présentent, le premier, le plan de la sec- 
tion méridienne principale^ parallèle aux 
rayons incidents *, le second et le troisième, 
les plans tangents en A et A'; abaissons 
enfin perpendiculairement sur^a Tare sa, 
dont le plan est parallèle au plan de la 
section méridienne en A, et qui mesure le complément de l'in- 
rlinaison Q de la taisgente en A de cette section sur le rayon 
du parallèle correspondant. 

Le triangle sphérique rectangle zoLp donne 

ces w = cot zp . taug z a = cet zp. col ô , 
ou 

(6) cosw =: //»cot6; 

m désignant une constante, et w représentant Tinclinaison du 
plan de la section méridienne, qui passe par le point A de la 
ligne d'ombre considérée, sur le plan de la seclion principale. 
On déduit facilement de cette formule, comme nous allons le 
voir, les équations des projections de la ligne d'ombre sur le 
plan de la section méridienne principale et sur un plan per- 
pendiculaire à l'axe. Soit d'abord, à cet effet, 

(VII) /(r,cot9)=ro 

l'équation de la section méridienne, entre les coordonnées par- 
ticulières /et 9, dont la première désigne le rayon du parallèle : 
si on élimine Q entre les équations (6) et (VII), on aura, pour la 
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projection d'une ligne d'ombre sur le plan de léquatew\ 

/ \ ' ^/ cosw\ 

(7) /^r,-_j=o. 

En second lieu, l'équalion (VII) de la scclion méridienno 
principale pouvant s'écrire 

si on élimine r entre cette équation et la suivan!<î 

r = rcos w = r. w cet B r=: r.m — y 

dz 

OU 

(7) '•="'-rf^; 

l'équation résultante en r' et z représentera la projection de la 
ligne d'ombre sur le plan de la section méridienne principale : 
les coordonnées z et r^ étant comptées, la première parallèle- 
ment à l'axe de la surface, et la seconde perpendiculairement 
à cet axe. 

83. application. Théorème. Toute surface de ré^^olution 
qui admet une ligne d^ ombre plane est nécessairement une 
surface du second degré. (De la Gournerie, Journal de 
l'École Polytechnique.) 

Démonstration, Le plan de la ligne d'ombre considérée de- 
vant être, à cause de la symétrie, perpendiculaire au plan de 
la section principale, la projection de cette ligne sur ce plan 
sera une ligne droite dont l'équation pourra s'écrire, en dispo- 
sant convenablement de l'origine, 



/•' = az , 



et si Ton porte cette valeur dans l'équation (7'), il vient, pour 
l'équation différentielle de la section méridienne, 

a . zdz = m. rdr^ 
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d'où, pour la section méridienne elle-même, 

équation d'une courbe du second degré, dont l'un des axes 
coïncide avec l'axe de la surface. 

84. On peut, dans certains cas, reconnaître d'une manière 
très-simple, et sans aucun calcul, la nature des projections sur 
le plan de Féquateur, des diverses lignes d'ombre d'une sur- 
face de révolution. 

Imaginons, en effet, deux surfaces d^ révolution, construites 
sur le même axe, et ayant pour sçcti'on méridienne deux cour- 
bes égales dont on pourrait effectuer la superposition à l'aide 
d'un mouvement de translation, dirigé perpendiculairement 
à Taxe, que Ton attribuerait à l'une d'elles. Si Ton appelle 
poifits correspondants de deux pareilles surfaces les points de 
ces surfaces situés sur un même rayon perpendiculaire à 
Taxe, il est évident que les plans tangents en des points cor- 
respondants de ces surfaces sont toujours parallèles : et il ré- 
sulte, en général, de ce parallélisme que les lignes d'ombre des 
deux surfaces, relatwes à une même direction des rayons in- 
cidents, sont deux lignes correspondantes. Si l'on suppose, 
en particulier, que la première des deux surfaces considérées 
soit un paraboloïde de révolution, ou une sphère, on obtiendra 
les résultats suivants : 

1 . Dans la surface de résolution engendrée par la rotation 
d\ine 'parabole autour de Vun quelconque de ses diamètres^ 
les lignes d'ombre relatwes à des rayons incidents parallèles 
se projettent^ sur un plan perpendiculaire à l'axe, suis^ant des 
conchoïdes. 

2. Les lignes d'ombre du tore, projetées sur le plan de 

9 

Véquateur, donnent naissance à des conchoïdes à base ellip- 
tique^ queVonpeut construire un prolongeant y d\ine longueur 
constante, les demi-diamètres d'une ellipse ayant pour centre 
le pied de l'axe sur Véquateur. 



SURFACES DÈVELOPtABLES. 



129 



CHAPITRE VIIL 

DES LIGlffiS TRACÉES SUR UKE SURFACE DÉVELOPPABLE. 



Fig. 38. 



, 85. Lemme. Le rayon de courbure géodésique^'R.^^g=2 — L, 

(Tune ligne tracée sur une surface est égal au rayon de cour- 
bure ordinaire^ R', de la courbe plane suivant laquelle elle se 
transforme par le dés^eloppement^ sur un plan, de la surface 
déueloppable circonscrite à la proposée suii^ant cette ligne. 

Démonstration. Conslruisons,!' indicatrice sphérique aa^ de 
la ligne considérée ÂAi , et menons par le centre de la sphère 

des rayons og, ogx parallèles aux généra- 
trices AG, AiGi de la surface dévelop- 

pable» Les arcs de grand cercle ga f giai, 
se coupant en i, seront parallèles aux 
plans tangents en A, Ai de cette surface; ils 
seront tangents en outre à la ligne ggi : 
car cette dernière n'est autre que Tindica- 
irice de l'arête de rebroussement de la sur- 
face développable ; et Ton sait que les plans 
tangents de Tune coïncident avec les plans 
osculateurs de Tautre. Dès lors, en posant 




ii«j = E, ^g'i = AG, AiGi = ^e, «ê'^i, aigi = i-hdi^ et 
décrivant du point 1, comme pôle, l'arc de petit cercle «a, 
on trouve 

seâTi = aai, cas a y 



ou 



d'où 



di-^dB=iEcosay 
r/S R. dS 



Fi ces a ces a rii -\- dO 



Ainsi. 



R, 



dS 



casa di-^-dO^ 



^ 



i3o 
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a désignant Tangle sous lequel Parc ga coupe la ligne aa^ , on 
rinclinaison du plan tangent en A sur le plan osculateur de 
la ligne AAi . Or, si l'on développe sur un plan la surface 
AGGi Ai] dS y di ai dO ne changent pas de valeurs ; di-\- dB 
représenle l'angle de contingence E' de la ligne AA| transfor- 
mée, et la formule précédente devient 



cos a E 



C.Q. F. D. 



86. Formules refativ^es aux courbes tracées sur un cy- 
lindre: ' 

A Al étant une courbe quelconque tracée sur un cylindre, 
désignons par i et a les angles que la tangente et le plan oscu- 
lateur de cette courbe en A forment respectivement avec la 
génératrice et le plan tangent du cylindre au même point; 
par i-\-di, a-\-da les grandeurs analogues pour le point A, ; 
et soient p et rfw le rayon de courbure de la section droite du 
cylindre en A, et Tangle des plans tangents en A,Aj : r/S 
désignant l'arc élémentaire de la courbe AAi , on aura d'abord 



(«) 



dtà = 



r/S.sin/ 



Si l'on construit ensuite l'indicatrice spTiérique aa^ de la 
Fig. 39. courbe AAj , et si ayant mené le rayon og 

de la sphère parallèle aux génératrices du 
cylindre, de son extrémité g, comme pôle, 
on décrit Tare de petit cercle a a, terminé 
aux arcs de grand cercle ga , ga\ \ le trian- 
gle rectangle aoLa^ fournira les relation» 

sin / . d(ù 




siùa = 



di 

cos a :=z « 

E 



et si l'on remplace dtù par sa valeur (a), il vient 
(36) 



R, . sin'/ 
sin a = ; — y 



(^7) 



di 

eos rt = — -;• , ou E„ r= — di. 
E ^ 
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On a d^ailleurs, 

,«^. , Eaina 

(ooj tangi=z 



H-f-<ia' 



<3n remarquant que Tmlersection des plans tangents menés par 
ies points A, Ai a pour limite la génératrice du point A, et 
appliquant la formule (i4) sur les enveloppes sphériques, ot- 
•tenue à la page 49 9 ^t si Ton multiplie membre à membre les 
relations (36), (38)^ on irouve, en simplifiant, 

I Ri.E.sinf dS smi 

, <;os/ f{U-h<i^)'^y\g p ' 
ou 

(39; ^^^ — -^ .^ 

^ ^. sm i . cos î 

pour le rayon de seconde courbure géodésique de la courbe 
considérée. 

Enfin, si Ton abaisse l'arc gp = p =z cr perpendiculaire 

sur le grand cercle tangent en a à la ligne aa^ , la tangente tri- 

gonométrique du rayon de courbure sphérîque de Tindica- 

R 

trice aai , ou Je rapport ~ des deux courbures de la courbe 

primitive AAi, a pour valeur ( ^.' — -^ ou, suivant la nota- 

tion actuelle ) — r—. = -; ? d après la formule (g'') de 

/ d.smp d.cosTB "^ . ^^ ' 

la page 4^? de, sorte que Ton a 

Rj d.cosi 

IF) — - =' • 

^ ' Kl d, cosw 

Cette élégante formule, déjà obtenue par M. J.-A. Serret, 
fait voir que le rapport de la première à la seconde courbure 
d^une ligne quelconque est mesuré par le rapport des diffé- 
rentielles des cosinus des angles que forment^ avec une même 
direction fixe, la tangente de la courbe considérée et la droite 
polaire correspondante. [Journal de Mathématiques, i85i, 

i, XVI, p. 195,) 
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Si l'on pose (4<») p = conslantc, ou si l'on suppose le cy- 
lindre de révolution, et qu'ayant différenlié réqualion (36), 
on rcmfilace dans réquatîon résultante cii et da par les valeur» 

— Ecos a et ■ ^- tirées des relations (07) et (oo), on 

trouve, après quelques transformations, cette dernière formule 

(4o) -JZr = ""ï-T^Îb 3sin/cosi . 

^^ ' dS sin^i (Ra ) 

Obsen^ation, Il convient de remarquer que les arcs ga de la 
£gure sphërique actuelle doivent aller en décroissant, quand 
on passe de a en a^ sur la ligne sphérique aa^ -, ou, en d'autres 
termes, que la diflerentielle di doit ôtre négative. Cette condi- 
tion, en effet, était remplie par la figure 20 de la page 49> sur 

laquelle nous avons obtenu la formule (38), tang/=: -- — —- , 
^et Ton reconnaît aisément que cette dernière devrait être écrite 

17 * 

4,angi = fi^ — j- si l'on supposait positive la différentielle di. 

Remarque. Vaxc de grand cercle tangent en un point quel- 
conque a de r indicatrice représentant le plan osculateur de la 

ligne cylindrique considérée, et Tare ga qui joint le point g au 
même point a représentant le plan tangent au cylindre; on 
voit que si l'indicatrice sphérique passe par le point g y le 
plan osculateur au point correspondant de la ligne primitive et 
le plan langent du cylindre qui la contient, au même point, fe- 
ront un seul et même plan. Donc, si la tangente en un point 
d\ine courbe de V espace est perpendiculaire au plan de pro- 
•jeclion (et dans ce cas la courbe est tangente en ce point à la 
génératrice du cylindre projetant) , la tangente au point corres- 
pondant de sa projection sera lu trace sur le plan de projection 
du plan osculateur de 4a courbe primitive au point considéré : 
proposition due à M. Cbasles \ ramenant^ comme on le voit, la 
construction de la tangente de la projection d'une courbe, au 
point où l'élément de la courbe est perpendiculaire au plan de 
projection, à la détermination du plan osculateur de la ligne 
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que l'on projette; et donnant, par cette réduction même, Tex- 
plication de Tînefficacité des méthodes ordinaires, dans le 
eas particulier en question. (Voyez Journal de Matltémali" 
f/ues, 1887, tome II, page 293.) 

applications. 

87. Posons i= cons/ante : la courbe AA, devient une 
hélice, la formule (37) montre que a = - ? les formules (36) 

Je 

t?t (38) donnent • 

« P Rt 

Ht = . , . » =r- = tani'i = constante; 
sm'z R, ° 

et l'on voit que, si le cylindre est de révolution, R, et Rj sont 
séparément constants. . 

88. Posons p = constante et a = constante, e'est-à-dire 
proposons-nous de déCnir, sur un cylindre de révolution, 
Ja courbe dont le plan osculateur coupe la surface sous un 
angle constant. 

L'équation (36) résolue par rapport à R^, et divisée par 

ros a, donne 

R, ptanga 
= — . . . > 



ou 



p.t angrtf __ C 



sin'i sm' / 



C désignant une constante, et R' représentant (Lemme, 
page 129) le rayon de courbure de la ligne suivant laquelle 
se transforme la courbe cherchée par le développement du cy- 
lindre. On déduit aisément de cette formule que la ligne trans- 
formée est une chaînette, dont t'axe est parallèle aux généra- 
trices du cylindre 5 et comme cette dernière ligne est aussi la 
transformée de la chaînette cylindrique (Vieille, Compléments 
(l'Analyse et de Mécanique, page 202), on voit que /a cowrôe? 
cherchée est la chaînette cylindrique. On a d'ailleurs ces 
expressions des rayons de courbure de la ligne, en chacun de 
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ses points. 



ps\n n 



p 



sio'/ sin/.cosi 



et ces formules s'appliquent encore, non plus à la chaînette, 
mais à la courbe a = constante j dans le cas où le cylindre est 
quelconque. 

89. Posons p = constante et Rj = constante : ïa for- 
mule (4o)i dans laquelle nous ferons abstraction de la solution 

cosa = o, ou a = -9 qui reproduirait Thélice déjà conisidérée- 
au n^ 87, devient alors 

H 3 sm / . cos r 
On a d'ailleurs, suivant la formule (Sg), 

r . 

*^ ïl -\- da sin i . cos i 

et il résulte de la comparaison de ces formules que : sur un cy- 
lindre de résolution y P angle de torsion de la ligne dont la 
première courbure est constante^ est proportionnel à la va^ 
riation correspondante de T inclinaison du plan osculatentr 
de cette ligne sur le plan tangent à la surface, 

90. Formules relatives aux courbes tracées sur un cône. 
Soient aa^ l'indicatrice sphérîque de la courbe AA^, et gg^ 
la ligne formée parles extrémités dés rayons de la sphère pa- 
rallèles aux génératrices oA, oAj du cône^ menons les arcs 
de grand cercle ga^ gi^i^ qui se coupent en i, et décrivons du 
point iy comme pôle, l'arc aa. Conservant les notations du 
numéro précédent, et désignant, en outre, par r la longueur o A, 
par d9 l'angle des génératrices consécutives oA. oAj (mesuré 
sur la sphère par Tare gg^) et par A le demi-angle au sommet 
du cône de révolution, osculateur du cône proposé suivant la 
génératrice oA (l'angle A étant mesuré sur la sphère par le 
rayon de courbure sphérique de la ligne ggi en g) : nous aurons 



r 
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iV abord 




U*) elQ = , 

r 

(0) cira = dO, cot\= cotA. 

>• 

Le triangle rectangle axa^ nous fournira ensuite les relations 

^ ^ sin /.«/&> 

sina = » 

di-hdQ 
vasn = g , 

qui deviennent, par Templol des formules (a) et (fe), . 

(36') sin« = — ! -, 

rtatigA 

^S. sin/ -h A'.^^' 
E. r 

(37') { ou 

On a d'ailleurs 

ti{^f\ . E.sinfl 

comme dans le n** 86; et si Ton multiplie membre à membre 
les formules (36') et (38'), on trouve, en simplifiant, 

(39') R„,= ^J^IÎ£A,. 

•' * smz.cos/ 

Les formules correspondantes du n^ 86 se déduisent de 
celles-ci en posant lang A = o, r = oo et r tang A = p. 

Applications; 

91. Posons A =^ constante et i= constante : la courbe 
considérée est une hélice tracée sur une c6ne de révolution ; 
les équations (36') et (37'), divisées membre à membre, four- 
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nîssent la relation 

sin / 

tança = -^ 

tangA 

diaprés laquelle Tangle a demeure constant; et C^ QJ désignant 
des constantes, les formules (36^) et (38') prennent cette forme 

R.= C.r, Î-' = C'. 

Il résulte, de cette dernière, que la courbe considérée est en 
même temps une hélice cylindrique^ et il est aisé de voir que 
les génératrices du cylindre, à base spirale, qui la contient, sont 
parallèles à Taxe du cône; carPindicatrice sphérique aa^ et la 
courbe gg^ sont deux cercles ayant même pôle. 



n 



92. Posons a = - : la courbe est une ligne géodésique, et 

l'on obtient des expressions très*simples de sinz, Rj et Rj en 
fonction de r et de tangA. 

93. Posons A = constante et a==. constante : l'équa- 
tion (36'), résolue par rapport à Rj et divisée par cos«, 
donne 

R'=C.- '* 



sm^ / 



pour le rayon de courbure de la ligne suivant laquelle se trans- 
forme la courbe cherchée par le développement du cône. De 
là , en désignant par p la perpendiculaire abaissée de l'ori- 
gine des rayons vecteurs sur la tangente, et remarquant que 

. . p ^, rdr 

sini = —j que n = — ? on tire, successivement, 

rir Cclp i C ,,, , Cr 



/2 mp^ " r p ' ' I — CV 

d'où l'on pourra déduire l'équation en coordonnées polaires 
de la courbe transformée : équation qui se présente sous des 
formes différentes, suivant que C est inférieur, égal ou supé- 
rieur à l'unité. X 
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94. Scoli'e, On pourrait se proposer de déterminer l'équa- 
tion générale des lignes tracées sur un cylindre, ou sur un cône 
de révolution, analogue à l'équation 



Rî -+- R; [ — i J = constante, 



qui représente une ligne sphérique. Mais cette recherche, qui 
présente d'ailleurs des difficultés, pourra-t-elle du moins con- 
duire à un résultat simple? Il est aisé de voir que non, et de 
définir les lignes et les rapports diflerentiels qui entreraient 
dans l'expression du rayon ^u cylindre, ou de l'angle au som- 
naet du cône de révolution , contenant la ligue considérée. En 
effet 5 quatre points sont nécessaires pour déterminer une 
sphère, cinq pour un cylindre et six pour un cône de révolu- 
tion : le rayon de. la sphère osculatrice, le rayon du cylindre 
et l'angle au sommet du cône, osculateurs d'une ligne à double 
courbure enjan de ses points, dépendent donc, implicitement, des 
lignes finies et des rapports différentiels qui naissent delà con- 
sidération simultanée et de la succession de quatre^ de cinq ou 
de six points infiniment voisins d'une ligne à double courbure. 

Pour le cas de la sphère, le nombre des points est quatre : les 
trois premiers donnent naissance au rayon de première cour- 
bure ; la succession des quatre points donne naissance au rayon 

ATI 

de seconde courbure et au rapport différentiel -j^ : le rayon 

MO 

de la sphère osculatrice est donc une fonction de Rj, R^ , 



dS 



Pour le cas du cylindre, le nombre de points est cinq : les 
quatre premiers donnent naissance aux grandeurs Rj , Rj , -7^ ; 
et la succession des cinq points introduit, en outre, les rap- 
ports -7^5 "TÔT ' ^^ rayon du cylindre osculateur est donc 

une louction des quantités tti, Kg, -j^y -7^-5 --* 

db db ^^g 

Enfin, on verra de même que l'angle au sommet du cône 



n 



i38 
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droit osculateur est une fonction des mêmes quantités, et des 
nouveaux rapports 



fis 



riS 



95. formules relatii^es aux courbes tracées sur une sur- 
face dés^eloppable. 

Les formules établies dans le n^ 90 s'appliquent, avec une 
seule modification, aux courbes tracées sur une surface déve- 
loppable quelconque. Il suffit, en effet, d'y remplacer tangA, 
qui représentait le rayon de courbure géodésique de la ligne 
sphérique formée par les extrémités des rayons parallèles aux 
génératrices du cône, par le rayon de courbure géodésique 
analogue relatif à la ligne sphérique formée par les extrémités 
des rayons parallèles aux génératrices de la surface dévelop- 
pable considérée. Or, cette dernière ligne est précisément l'in- 
dicatrice sphérique de l'arête de rebroussement de la surface, et 

son rayon de courbure géodésique tangA est égal à — ^ p, et p, 

P' 

désignant les rayons de première et de seconde courbure de 
cette arête. On a donc les formules suivantes : 



(36") 



(37") 



p, R,sin'/ 
sin «p = - • 



cosa= — 



_ P 



p2 r 

dS,sini -^r.di 



E.r 



ou E 



8 



=-( 



dS.sini 



di], 



,dS»sin^i 



(36-37") 'ang« = -^- ...'". / ' 

P'i dS. sini -h r.«/ 



(38") 



(39") 



E sin a 



p, sm/.ços/ 



applications. 

96. Posons ^ = constante et i = constante : les for- 

P' 

mules (36-37'') ^^ (38'') montrent que Tanglc a et le rapport 



suhfàces développables. i39> 

=-^ sont constanls^ et Ri, Rj sont proportionnels à r. Donc, les 

trajectoires des génératrices rectilignes d*un héïiçoïde déi^e» 
foppable sont des héliceSy et leurs plans osculateurs coupent 
la surface sous un angle constant. On voit d'ailleurs qu'il est 
nécessaire, pour que i et a soient simultanément constants ^ 

que ~ le soit aussi , ou que la surface soit un héïiçoïde. 

97. Posons a = - : la formule (i8^) devient 

E R, 

tangi = g- ou langi = — • 

Il en résulte que : en chaque point d'une ligne géodésique 
tracée sur une surface déi^eloppabley le rapport de la première 
à la seconde courbure de cette ligne est égal à la tangente de 
son inclinaison sur fa génératrice correspondante de la sur- 
face, 

98. Posons ~ = constante et i=z- : on a , comme précé- 

pi 2 ' ^ 

dennnent , 

a = coDStanle ou da =: o. 

m 

La formule (38") donne d'ailleurs H -+- rfa = o 5 donc H = o, 
et la ligne considérée est plane. Réciproquement , si Von a 

r = - eï H = o, on a encore da = o, a = constante. Donc, les 

lignes de courbure d\in héïiçoïde développable sont planes ^ 
et toute surface développable dont les lignes de courbure sont 
planes est un héïiçoïde. ( Voir le n° 96. ) 

99. Si une surface déi^eloppable a des cercles pour lignes 
de courbure, cette surface est un cône de révolution. En effets 

ï, a et — étant constants par suite de Thypothèse, l'équa- 
tion (37'') se réduit à r = constante, ce qui suffit pour établir 
que la surface est un cône, et par suite un cône de révolution. 

Car les rayons /• ayant une longueur constante et éiaTii nor- 
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maux , par une de leurs extrémités, à la ligne de courbure AAi , 
ces rayons devraient être également normaux à la courbe 
formée par leurs autres extrémités. Mais ces rayons sont déjà 
tangents à cetle courbe, qui est l'arête de rebroussemeni : 
donc celle-ci se réduit à un point , et la surface est un cône de 
révolution. 

100. Obseivation. — Les trajectoires des génératrices recti- 
lignes d*iin héliçoïde dév^eloppable sont des hélices.^ Cette 
proposition, que nous avons vue résulter des formules précé- 
dentes, peut être établie directement en quelques mots. Il 
suffi t,*en effet, de remarquer que l'indicatrice spliérique d'une 
trajectoire peut se construire par points, eu menant des arcs 
de grand cercle tangents au petit cercle gg^ de la sphère, qui 
sert d'indicatrice à l'arête de rebroussemerit de la surface, et 

prenant sur. (chacun d'eux un arc 
constant ga = i. Or le lieu des^ 
points ainsi obtenus est évidemment 
un petit cercle aa^ de la sphère, 
parallèle au cercle gg^ et de même 
pôle 5 donc la trajectoire considérée 
est une hélice cylindrique, et le cy- 
lindre auquel elle appartient est parallèle au cylindre contenant 
l'arête de rebroussement de la surface. On voit d'ailleurs que 
l'arc de grand cercle ga^ tangent au premier cercle gg^ et 
limité au second aa,, coupe ce dernier sous un angle qui reste 
constant; donc le plan osculaleur d'une trajectoire quelconque 
coupe la surface sous un angle constant. Réciproquement, 
toute hélice tracée sur un héliçoïde déi^eloppable, et apparte^ 
nant à un cylindre parallèle à celui qui contient V arête de 
rebroussement de la surface, est une trajectoire des généra^ 
triées rectilignes de Vliéliçoïde. Car p étant le pôle commun 
des petits cercles gg^ et aa^ qui servent d'indicatrices à l'arête 
de rebroussement et à l'hélice considérée, les côtés pg et pa 
du triangle spliérique pga. rectangle en g', sont constants; 
il en résulte que le troisième côlé ga est constant aussi, et que 
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riiélice considérée est une trajectoire des génératrices recti- 
lignes. 

Sî l liélice, attlte de rebroussement de la surface^ appar^ 
tient à un cylindre de réx^olution, les mêmes conséquences 
subsisteront encore; mais avec cette particularité que Vune 
des trajectoires^ en nombre infini, qui correspondent à une va- 
leur déterminée, et d'ailleurs quelconque, de Tangle i, est une 
hélice tracée sur un cylindre de réi^olution. Dans ce cas, en 
eflfçt, si on développe la surface sur un plan, Farète de re- 
broussement, dont la première courbure est constante, devient 
une circonférence ; les génératrices delà surface se transforment 
suivant les tangentes de cette circonférence, et leurs trajec- 
toires suivant les trajectoires des tangentes. Or, dans la figurcî 
ainsi développée, Tune des trajectoires, en nombre infini, 
qui correspondent à une valeur donnée de l'angle z, est une 
circonférence (décrite du même centre que la première, avec 
un rayon convenablement choisi), et son rayon de courbure 
est constant. De là, en revenant à la surface primitive, on 
conclut qu'il existe sur cette surface une trajectoire dont le 

rayon de courbure géodésique ^ — !- est constant 5 et comme il 

est déjà établi que a et -^ sont constants pour une trajectoire 

quelconque, Rj et Rj sont Tun et Vautre constants pour la 
trajectoire considérée qui est, par conséquent, une hélice 
tracée sur un cylindre de révolution. 

Enfin si, revenant au cas général, on suppose T angle ï égal à 



— » les arcs ga, giai sont des quadrants, les rayons de la 

sphère aboutissant aux points a, ai sont parallèles aux tan- 
gentes en g^ gi du petit cercle ggi , et la ligne aa^ est un 
grand cercle de la sphère. Donc les lignes de courbure d^i 
Vhéliçoide dc%^eloppable sont des courbes planes^ et le plan 

• 

de chacune déciles coupe la surface sous un angle constant. 
Réciproquement, une ligne de courbure d'une surface dév^t- 
loppable étant plane, cette surface est un hélicoïde. Les tan- 
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gentes en g, gi de F indicatrice de rareté de rebroussement, 
étant en effet parallèles aux rayons de la sphère qui aboulissenl 
aux points a, aj du grand cercle servant d^indicatrice à la ligne 
de courbure que Ton suppose plane, sont parallèles à un plan 
fixe. La ligne ggi est donc plane et circulaire; Faréte de 
rebroussement est une hélice^ et le plan de la ligne de cour- 
bure considérée coupe la surface sous un angle constant : ce 
qui renferme le théorème de M. Joachin^staL 

Les résultats précédents ont été obtenus analytiquement par 
M. Molîns, dans le cas particulier de l'hélice tracée sur un 
cylindre de révolution. (Journal de Mathématiques j loine\IIT, 

pagei4i-) 

101 . Les mêmes considérations conduisent, très-simplement 
encore, à la solution de cet autre problème, également résolu 
par M, Molins : Faire passer par une courbe donnée une sur- 
face dés^eloppable telle que, par le déi^eloppement de cette 
suif ace sur un plan^ la courbe se transforme en un cercle 
de rayon donné R|,^. (Journal de Mathématiques j i856, 
page 270.) 

On voit d^abord que le problème est susceptible de deux 
solutions. Car si l'on mène par les tangentes successives de la 
ligne donnée une double série de plans formant avec les plans 
osculateurs correspondants de cette ligne, d'un côté et do 
l'autre de ces plans, des angles a dont les cosinus soient définis 
en chaque point par la relation 

R. ^ R. 

r= 3, g, OU C0Srt=:;;-T-9 



COSii '® R,^^ 

les deux surfaces développables^ enveloppes des plans de chaque 
série, répondront Tune et l'autre à la question. 

Examinons, avec M. Molins, le cas où la ligne donnée est 
une hélice tracée sur un cylindre de résolution; et construisons 
les indicatrices sphériques gg^ et aa^ de l'arête de rebrousse- 
ment de la surface cherchée et de l'hélice donnée : l'indica- 
Crice de cette dernière est un petit cercle aa^ de pôle p^ et les 
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arcs ag^ a^gi ont pour enveloppe la ligne ggx (t^o//* la figure 
de la page i4o)' 

Rj^^ étant constant, ainsi que le .rayon de première cour- 
bure Ri de l'hélice donnée, l'angle a est constant; les arcs ag^ 
^1 gi .coupent le petit cercle aa^ sous un angle constant; le 
point g, où chacun d^eux touche son enveloppe g^g^i , s^obtient 
en abaissant Tare pg perpendiculaire sur ag : et il résulte de 
cette construction que le triangle variable pga demeure tou- 
jours égal à lui-même et que les arcs pg et ga sont constants. 

L'arc pg étant constant, la ligne gg^ est un petit cercle de 
même pôle p que le cercle aa^ : et l'arête de rebrousscment de 
la surface cherchée est une hélice située sur un cylindre paral- 
lèle à celui qui contient Fh^ice donnée. 

L*arcg^a étant constant, Thélice donnée est une trajectoire 
des génératrices rectilignes de la surface, et se transforme, par 
le développement de cette dernière sur un plan, en un cercle 
coupant sous un angle constant les tangentes de l'arête de re- 
brousscment développée. L'arête développée .est donc l'enve- 
loppe d'une série de cordes égales d'un cercle, ou un cercle 
concentrique au premier ; et l'arête de rebroussement elle- 
même est une hélice dont la première courbure est constante, 
ou une hélice tracée sur un cylindre de réi^olution. 

Les formules précédentes peuvent aussi conduire aux mêmes 
résultats. 



CHAPITRE IX. 

DES LIGNES TRACÉES SUR UNE SURFACE GAUCHE. 



102. Obsen^alions préliminaires ; notation et déjinitions. 
On appelle, comme on l'a déjà vu, point central àe chaque 

génératrice OA d'une surface gauche la limite des positions 
occupées sur cette génératrice par^ le pied de la droite sur la- 
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quelle se mesure la plus courte distance OOj entre celte généra- 
trice et une génératrice infiniment voisine O' A' : le système de 
tous les points analogues, relatifs aux diverses génératrices de 
la surface, formant une courbe continue 00' O" que Ton appelle 
ligne de striction de la surface. Il résulte d'ailleurs de cette 
définition qu'ew chaque point de la ligue de striction le plan 
tangent à la surface est^ perpendiculaire au plan mené, par 
la génératrice qui passe en ce point, parallèlement à la géné- 
ratrice infiniment voisine : car il peut être considéré comme' 

contenant la droite OOi, sur laquelle se mesure la plus courte 
distance entre ces deux génératrices. 

Les droites indéfinies OOi, O'O', , Œ0'| , . . . , sur lesquelles se 
mesurent ainsi les plus courtes distances entre les génératrices 
successives de la surface primitive S, sont à leur tour les géné- 
ratrices d'une seconde surface gauche S', que l'on appelle la 
surface conjuguée : et il est évident que les génératrices de la 
première surface reçoivent les plus courtes distances entre les. 
génératrices consécutives de la surface conjuguée 5 les deux 
surfaces étant circonscrites l'une à l'autre tout le long de leur 
commune intersection OO'O'', qui est, en outre, la ligne de 
striction de l'une et de l'autre. 

Dans tout ce qui suit, nous désignerons l'angle de deux gé- 
nératrices infiniment voisines de la première surface, leur plus 
courte distance, le coefficient de distribution des plans tan- 
gents (fozrpage 10); et lés éléments analogues et correspon- 
dants de la surface conjuguée, par 

w, CT , K z=z — '^ et w , CJ , • A- == — 7» 

cr CI 

Quand nous aurons à considérer une ligne A A' tracée sur la 
surface, nous rapporterons ses points successifs A , A\ • . . , aux 
points correspondants O, O' de la ligne de striction par les 
coordonnées spéciales 

AO=:R, A'0' = R + ^/R; 
l'arc élémentaire dS et rinclinaisori z de cette ligne sur la gé- 
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nératrice étant définis par les équations 



i4S 



(^) 



(3) 



dS 



dK±m' 



COS I 



cr 



cot 



sm i ,eosf 

(</R ± cy') cosq» 

' =^ ^ i, 



CT 



dont la seconde devient, quand il s'agit de la ligne de striction, 
pour laquelle o = R = y, 



(4) 



cot i'o =: 



CT 



CI 



Fîg. 42. 



Pour démontrer ces formules, soient, comme précédemment, 
OOi == or la plus courte distance entre les génératrices infini- 
ment voisines OA, O'A', et 0,0'= ci' le segment déterminé 
sur O'A' par cette plus courte distance OOj et la ligne de 

striction 00' 5 menons les droites 
Oia parallèle à OA, Aa parallèle 
et égale à OOi, aa^ perpendiculaire 
sur O'A'5 et Aa', qui peut être con- 
sidérée comme l'élément de la tra- 
jectoire orthogonale des génératrices 
issue du point A , et qui forme avec 
A a l'angle y mesurant l'inclinaison 
du plan tangent en A sur le plan tangent en O : inclinaison 
définie par l'équation fondamentale [voirp, 1 1 , formule (IV)] : 




(') 



tang(p = X-.R. 



On a dans le triangle A n'A', rectangle en a', les relations : 



dS = AA' = : = -r-. 

COS I sm i 



trr 



û'A' 

cot l = — r = 



a' A' 



A a' A«:cos.<p 



sm ; . cos ^ 
a' A' . COS (f 

or 



D'ailleurs, la trajectoire orthogonale A a' et la plus courte dis- 
tance OOi interceptant sur les génératrices infiniment voi- 

• 10 
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sînes OA, O'A' des segmeiils égaux, on a TégaUlé 



on 



on 



O.fl'rrOA: 



0,0'-4-0'A' — rt'A' = OA, 



CT 



'4.R^,/R — «'A' = R; 



ou en 



fin 



fl'A' = r/R±:cT'; 



et la substitution de cette valeur dans les relations précédentes 
fournit les formules (2) et (3). 

103. Représentation sphénque d'une surface gauche et 
des lignes les plus remarquables y ligne de striction, lignes de 
courbure^ lignes géodcsiques, lignes asymptotiques et lignes 
d'ombre d'une Telle surface, {f^ojez fig, 4'35 p- i48.) 

Si Ton mène par le centre d'une sphère, de rayon i, les 

rayons cg^ cg' ^ . . . , parallèles aux génératrices rectilignes 
d'une surface gauche quelconque S, leurs extrémités forme- 
ront une courbe sphérique gg\ dont l'arc élémentaire ds me- 
sure l'angle o) de deux génératrices consécutives de la surface 
primitive S, et dont l'angle de contingence géodésique e^ est 
égal à Tangle co' des deux génératrices consécutives, correspon- 
dantes, de la surface conjuguée S' : le rayon de courbure géo- 
désique de cette ligne g'g:' étant défini dès lors par la formule 

(5) tang.g^7 = ~. 

En outre, si l'on construit l'indicatrice sphérique 00' de 
la ligne de striction OO', les points o, o',.««3 de cette indica- 
trice serofit respectii^ement situés sur les arcs de grand cercle 

gy, gy,..., normaux e/i g,g', ..., à la ligne gg'. L'arc go^ et 
le grand cercle tangent en g^ à la ligne gg' y représentent, en 
efiel, le premier, le plan tangent au point O de la ligne de 
striction 5 le second, le plan mené par la génératrice du même 
point parallèlement à la génératrice infiniment voisine; et 
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doivent être, comme ces deux plans, perpendiculaires entre 
eux. 

Si Ton construit de même Tindicatrice aa! d'une ligne quel-* 
conque A A', tracée sur la surface : les plans des arcs de grand 

cercle ^gof g ^,»,^ joignant les points correspondants des deux 
lignes aa'^ gg'y sont parallèles aux plans tangents de la surface 

aux points A, A',.*-? et Tînclinaison de l'arc ag sur l'arc nor- 
mal go ou gy 9 ou le complément de r inclinaison de rare ag 
sur la ligne gg^, mesure F angle (f des plans tangents au point A 
de la ligne considérée^ et au point correspondant O de la 
ligne de striction^ 

Enfin, la ligne pp* formée par les intersections successives 

des arcs gaygfa\,,n^ sert d'indicatrice à Farête de rebrous-» 
sèment de la surface développable circonscrite à la proposée 
suivant la ligne A A' : et si dans la formule (i 4) de la page 49^ 

ds . sin a 
tang ai = ■? 

eg-j-aa 

on remplace l'arc a/, l'angle a, ds^ Og par leurs valeurs ac- 
tuelles, arc gp, (j) , w , oi)' , relatives à la ligue gg' et à l'in- 

clinaison de l'arc gp sur cette ligne, on obtient cette nouvelle 
formule : 

. W.COSf 

[6) ung^/. = -;^^, 

dont nous ferons un continuel usage dans ce chapitre, ainsi 
que des principes suivants, par lesquels nous terminerons ces 
préliminaires. 

A. «Si' la courbe A A' est la ligne de striction de la surface^ 
les arcs ga, g' a' sont normaux à la ligne gg'. 

B. Sila courbe AA^ est une ligne gcodésique, les arcs gajg'a' 
sont normaux à ^indicatrice aa!. 

C. Si cette courbe est une ligne de courbure de la surface^ 
les arcs ap, a'p' sont des quadrants ^ et les arcs gp,ga sont 

lO. 



n 
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complémentaires. Car les rayons ca rt cp de la sphère sont 
parallèles à la tang<Milc de la ligne de courbure AA' cl à sa 
tangente conjuguée, et ces tangentes sont rectangulaires. 

1). Si la courbe A A' coïncide avec l'arête de rebrousserocnt 

de la surface développable cir- 
conscrite à la proposée suivant 
cette courbe, ou si la courbe A A' 
est une ligne asymptofique de la 
surface y la ligne pp' coïncide 
a%^ec la ligne aa', et les arcs ga, 
^dl sont tangents à la ligne aa'. 

E, Enûn, si la courbe A A' est une ligne d'ombre relative à 
des rayons incidents parallèles *[ou la courbe de contact d'un 
cylindre circonscrit à la surface) , la ligne pp' 5e réduit à un 
points et les arcs ga, g' a' concourent en ce point ^ qui est l'ex- 
trémité du rayon de la sphère parallèle aux rayons incidents. 

^ 104. Bayon de courbure géodésique d*une trajectoire Kh!^ 
sous r angle constant \, des génératrices rectilignes (voir la fi- 
gure précédente). Décrivant du pôle commun p, les arcs gh^ aq 
interceptés entre les Arcs pa g ^ V^ ^ -t ^'^ ^ l'égalité ga = liq , 
dont la comparaison avec l'égalité don née j ga'=z ^ a' =. 1, con- 
duit à la relation 

ou, à cause des triangles rectangles aqa! ^ S^^S' ^ 
i^o) E^rf Ecosa =: wsin (j). 

• On a d'ailleurs, parla formule (2) (i^oi'r page i45), 



€ÏS=Z 



13 



sm i . cos (f 



et, par suite, 



(4o') R,,=l^=_ ' 



I -h X'R' I 



smi 



E g. sin / . A sin (^ cos o P R 

Il résulte de cette formule qncn un même point d'une surface 
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gauchcy la somme des carrés dtis premières courbures géode-- 
siques de deux trajectoires, perpendiculaires entre elles ^ est 
constante. 

105. Propriétés de la ligne de striction^ cas particuliers 
dans lesquels la ligne de striction est une trajectoire des gé- 
nératrices rectilignes ^ une ligne gcodésique^ ou une ligne 
asymptotique de la surface. 

Théorème. Une ligne ^ tracée dans de certaines conditions 
sur une surface gauche ^ peut êire^ soit une ligne géodésiquc^ 
soit une trajectoire des génératrices rectilignes^ soit la ligne 
de striction même de la surface : et si deux de ces trois pro- 
priétés se trouvent réunies dans une même ligne de la surface^ 
elle possède aussi la troisième, (O. Bonnet, Journal de VÉ- 
cole Polytechnique^ t. XIX, p. 71.) 

Démonstration, Que la ligne de striction OO' soit d'abord 
une ligne géodésique, ou une trajectoire des génératrices rec- 
tilignes : dans le premier cas [voir la figure précédente), 
les arcs go , g' o', déjà normaux à la ligne gg^ ^ puisque OO' est 
la ligue de striction, sont aussi normaux à la ligne oo\ puis- 
que 00' est une ligne géodésique. Les deux lignes gg\oo\ ont 
donc même développée sphérique, et les arcs go^ ^ ^\ normaux 
à l'une et à l'autre, conservent une valeur constante (|ui me- 
sure rinclinaison, également constante, de la ligne OO'sur les 
génératrices de la surface. Dans le second cas, les arcs go ont 
une longueur constante 5 ils sont encore normaux à la ligne 
décrite par leur TDriginc g : ils sont donc pareillement normaux 
à la ligne od décrite par leur extrémité o; et la ligne OO' est 
une ligne géodésique. 

Enfin, si A A' est à la fois une trajectoire des génératrices et 
une ligne géodésique de la surface, les arcs ga ont une lon- 
gueur'constante et sont normaux à la ligne ««' décrite par leur 
extrémité a ; ils sont donc pareillement normaux à la ligne g^ 
décrite par leur origine g. Les arcs ga\ ^ c! coïncident en di- 
rection a veiî les ansg"o, ^ o' \ les plans tangenls à la surface, 
menés par les points correspondants de la.ligne considérée A A 
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et de la ligne de striction 00', sont parallèles ; et ces lignc'â 
elles-mêmes coïncident. 

Toutes les surfaces gauches dans lesquelles la ligne de 
striction présente ces particularités peuvent donc être engen- 
drées en menant, par chacun des points d'une ligne à double 
courbure quelconque, prise pour ligne de striction, et dans le 
plan rectifiant correspondant^ une droite faisant av^ec la ligne 
considérée un angle constant : cet énoncé contenant, en par- 
ticulier, la génération de la surface gauche de révolution. 

Supposons, en dernier lieu, que la ligne de striction ^XX soit 
une ligne asymptotique de la surface : les arcs go^ g^o' étant 
alors tangents à la ligne oo\ celle-ci coïncide avec la déve- 
loppée yy' de la ligne gg'. On a donc constamment 

go = gy, tang^o =;: lang/» = tangg'v, 

ou, d'après les formules (4) et (5) (voir pages i45, 1^6)^ 

^ ^ i u 

— ^ = — 7 OU A- =^ «• . 

w or 

En outre, l'arc élémentaire de la développée oo^^ ou l'angle 
de contingence E de la ligne de striction, est égal à la diffé- 
rentielle di^ de l'inclinaison, go ou gy^ de la génératrice de la 
surface sur la ligne de striction \ et comme d'ailleurs les géné- 
ratrices de la surface sont, dans le cas actuel, situées dans les 
plans osculateurs de la ligne de striction, on a ce théorème : 

Si par les div^ers points ^ et dans les plans osculateurs cor^ 
respondants d'une ligne à double courbure quelconque, con- 
sidérée comme directrice, on mène des droites coupant cette 
ligîj^e sous une inclinaison variable dont la différentielle soit 
précisément égale à l'angle de contingence de la directrice : 
ces droites seront les génératrices d'une surface gauche S 
ajant cette directrice pour ligne de striction, et les coeffi-^ 
cients de distribution des plans tangents de la surface S et de 
sa conjuguée S' seront constamment égaux. 

En particulier, si par les div^ers points d'une droite on mène 
de nouvelles droites, non situées deux à deux dans le même 
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plan y et coupant la pi'emière sous un angle constant : ces 
droites formeront une surface gauche ayant la droite donnée 
pour ligne de striction. On a un exemple de cette génération 
dans la surface gauche formée par les normales principales 
d'une ligne géddésique d'un cône de révolution. 

Remarque. La plupart de ces propositions ont été énoncées 
déjà par M. Catalan. [Bulletin de la Société Philomathiquc^ 
1848, page 68.) 

106, Equation générale des lignes géodésiquesj sur une 
classe particulière de surfaces gauches. Théorèmes sur le 
triangle géodésique, [Foir page 147? remarque B.) 

Les arcs ga^ g' a* étant normaux à l'indicatrice aa^ de la 
Fig. 44. ligne géodésique considérée A A', on a, en 

abaissant l'arc gh perpendiculaire sur g^'a', 




S 



*h = ga —g'a\ 



il) 



gg\sinrf = di\ 



di =. zt w sin y : 



ce qui montre, en passant, que la variation de V inclinaison 
d'une ligne géodésique sur la génératrice rectiligne de la 
surface a la même valeur^ pour toutes les lignes géodésiques 
issues d*un même point de la surface et terminées à la gêné- 
ratrice infiniment voisine. 

Quelle que soit d'ailleurs la ligne considérée AA', on a, par 
la formule (3) [voir page i45) : 

cet/ = ces y, 

et l'on déduit, de la multiplication membre à membre des 
deux dernières équations, 

. ,. d.ûni I , ,„ , /s • 

coi i,di = — : =:= liz / u/R± w ) 5m«p.cos«>, 

smi 
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OU enfin , en employant la formule (i) tangç = A*. R, 

équation générale des lignes géodésiques d'une surface gauche 
quelconque . 
Si Ton pose 

(A) \r,'=o, 

^ ^ ( /= constaille, 

le second membre devient une différentielle exacte; Féqua- 
lion (8) est susceptible d'une première intégration, et on 
trouve en l'effectuant, 

L.sin/ = ±:-L(i -+- X^'R') -i-L.C, 

2 ^ 



OU 



(A') sin«- = C(i + rR^) ^=:C(cosy) . 

Quant à l'ambiguïté que présente cette formule, et qui pro- 
vient du double signe -f- et — que nous avons dû conserver 
dans l'équation (8), il suffira de la faire disparaître pour l'une 
quelconque des surfaces représentées par les équations 

(A) •iT-*'' 

^ ' ( X- = constante. 

Nous choisirons, à cet ellet, l'héliçoïde gauche à plan direc- 
teur 5 les autres surfaces, gui sont engendrées , conune on le 
voit aisément, par les bi-normales d'une ligne gauche dont 
la seconde courbure est constante, se prêtant moins bien à la 
discussion. 

Supposons donc que la surface soit un héliçoïde gauche, et 
soit [voir la figure précédente) y le pôle du grand cercle gg\ 
lieu des extrémités des rayous de la sphère parallèles aux géné- 
ratrices de la surface. Menons l'arc de grand cercle y a cou- 
pant gg' en q. On a, dans le triangle sphérique rectangle aqg^ 

sin«<7 = ûwag.smagq, ou ûnaq = sini.cosf. 
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Si donc on prenait le signe supérieur dans la formulei(A'), on 

aurait 

sin a^ = C , aq ■=. constante : 

L'arc ya serait lui-même constant 5 les arcs ay, a'y seraient 
normaux à la ligne aa\ comme les arcs ag^ ^^g\ 6t coïncide- 
raient avec ces arcs ^ les plans tangents aux diiTérents points de 
la ligne ÂA^ seraient parallèles à l'axe de rhéliçoïde; et la 
ligne AA' ne serait pas une ligne géoJésique quelconque de la 
surface, mais Taxe même de l'héliçoïde. 

On doit donc rejeter Jes signes supérieurs et écrire, définiti- 
vement. 



sini 



(9) = C ou sin/.i/i -t- ^»R»=C. 

^^' COS(p ^ 

Observation. L'équation des lignes géodésiques de l'héli- 
çoïde à plan directeur, déjà obtenue par M. Catalan [Mémoire 
sur les surfaces gauches, Journal de r École Polytechnique, 
29*^ cahier, i843, page 14^)9 

cot'ô — u^ 

ou, em rentrant dans notre notation , 

cot^i — R^ 



i4-R= 



Cy 



peut servir de vérification à notre méthode. Elle revient iden- 
tiquement, en effet, à l'équation (9), 

sin/Vi-f- X^R'=G, 
pourvu qu'on fasse dans celle-ci 

et cette particularisa tion du coefficient k résulte implicitement, 
dans la notation de M. Catalan, de la forme même de Téqua- 
tion 

y 

2 = arctang—) 
qu'il emploie pour représenter Théliçoïde. 
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applications. La formule (9) 

sin / 
= C 

COSff 

conduit à quelques conséquences curieuses, relatives aux 
triangles géodésiques tracés sur Tune quelconque des surfaces 
gauches définies précédemment. 

i). Dans tout triangle géodésique isocèle ayant pour base 
la ligne de striction, la génératrice rectiligne issue du sommet 
est perpendiculaire à la base, et di\^ise l* angle au sommet en 
deux parties égales : en appelant isocèle un triangle dont les 
angles à la base sont égaux; et en remarquant que la ligne de* 
striction est ici une trajectoire orthogonale des génératrices et 
une ligne géodésique de la surface. 

Pour démontrer ce théorème, il suffit de remarquer que la 
constante C , entrant dans l'équation d'une ligne géodésique, 
représente le cosinus de Tinclinaison de cette ligne sur la ligne 
de striction, au point où elle coupe cette dernière ; les con- 
stantes, entrant dans les équations des deux côtés du triangle 
isocèle considéré, sont donc égales ; et ces équations étant 

sini = C.cos<p, sini'= C.cos^'; 

ê 

si l'on y fait y = y', pour avoir les angles i et i^ qui se rap- 
portent au sommet du triangle, on trouve 

sin/ = sin/' ou / = /'. 

2). Les côtés d'un triangle géodésique ABC Jbrmant av^ec 
les génératrices rectilignes de la surface, issues des sommets 
de ce triangle, six angles distincts ; le produit des sinus de 
trois de ces angles, non adjacents, est égal au produit des sinus 
des trois autres : propriété analogue à celle du triangle recti- 
ligne, pouvant être étendue, comme celle*là, a un polygone 
géodésique quelconque; et dans laquelle les génératrices abou- 
tissant aux sommets remplacent les droites issues d'un même 
point dans le triangle rectiligne. 

l^our la. démontrer, nous désignerons par ç^, (pg, Çc les an- 
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gles formés par les plans tangents en Â, B, C respectivement 
avec les plans tangents aux points correspondants de la ligne 
de striction 5 par 4, a et z'^^b les angles formés en A et B, avec 
les génératrices de ces points, par le côté A B ou c ; et ainsi des 
deux autres côtés. Nous aurons donc, d'après ces notations, et 

en appliquant successivement la formule = constante 

aux côtés AB, BC, CA, les relations suivantes : 



smicK 




sin/c,B 


COS(pA 




COS©B ' 


sin ia.B 


^^„ 


sin ia,c 


COS(pB 




cos<pè 


sin/6,c 




sin'A,A . 



COSfc COS^A ' 



dont la multiplication membre à membre fournit la relation 



énoncée. 



i07. Équation générale des lignes de courbure, uépplica^ 
tions. 

L'indicatrice d'une ligne de courbure de la surface étant aa\ 
et p étant le point d'intersection des arcs infiniment voi- 
sins ga^ g' a' [voir la figure de la page 148), l'arc ap est égal à 
un quadrant, d'après la remarque C [voir page 147) 9 les arcs 
gp et ga = i sont complémentaires, et la tangente trigono- 
métriquede Tun est égale à la cotangente de Tautre. Or, d'après 
les formules (3) et (6) des pages i45 et 147, 

coli= cos(ï), tanggy? = »cosy; 

on a donc 

(A) — = , . , ? 

ou, en remplaçant r/(p par sa valeur 

d^^[k.(lK -»-R.^/X)ços^<p, 



1 
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tirée de Téquation ( i ) , tang<}) = à . R , 

(lo) {dR±u') jw'd: (/ .rfR 4- K.dÀ) cos^l = ow. 

Cette équation , quoique assez compliquée, donne lieu cepen- 
dant à quelques applications intéressantes. 

i). Posons 

la surface devient un héliçoïde à plan directeur, et l'équation 
se réduit à 

k.dK .cos*flp =■ CT. w, 
ou, en remplaçant xs par — et cos*q> par — ^ t à celle-ci : 

k,dK _l_ . V 

= ± w zrr ± r/a ; 



d'où 

équation générale, suivant les coordonnées polaires R et îî, 
des projections des lignes de courbure de Théliçoïde sur le plan 
directeur (Catalan, Mémoire cité, page i43). On peut d'ail- 
leurs parvenir directement à cette équation, par le seul emploi 

de la formule (3) 

^R±ct' 

coti = «.ces s, 

ts 

et en remarquant que, dans le cas actuel , les lignes de cour- 
bure ne sont autres que les trajectoires, sous l'angle de 45 de- 
grés, des génératrices rectilignes de la surface. 

2). Définition analytique delà, surface gauche dont toutes 
les lignes de première courbure sont équidistantes de la ligne 
de striction, de telle manière que la ligne de striction et l'une 
quelconque des lignes de première courbure interceptent des 
segments égaux sur toutes les génératrices. 

Si l'on suppose cette condition remplie par toutes les ligues 
de première courbure, T équation générale de ces lignes, (10), 
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devra être satisfaite par la substitution 

dK = o ou R = constante = C : 

quelle que soit d'ailleurs, pour chaque point de la ligne de 
striction, la valeur attribuée à cette constante. Or, si Ton 
introduit l'hypothèse rfR = o dans l'équation (lo), et si, après 

avoir multiplié tous ses termes par — -- = i -f- A*R', on l'or- 
* ^ cos' ç 

donne par rapport à R , elle devient 

(cjwqzci'w') X».R'rhci'.^//-.R + (cTwZf:cj'w')=: o ; 

et cette équation devant être satisfaite par une valeur quel- 
conque attribuée à R, doit se réduire à une identité, ce qui 
donne les deux équations de condition 

tj'. ^/A' = o, ©w np d' w' = o , 

ou les deux systèmes d'équations 



ict'= o, 



(C) 

f cr.w = o; 

,^,v i flf /• = o ou /== constante , 

(aû)=:cT'w' OU X-' = ^.tang'i'o. 

Le système (C) se décompose lui-même en deux : 

o=cr = cj' ou o=tj' = «. 

Les équations o = ct = tj', ou o = ver* -f-o", représentent 
une surface gauche dont la ligne de striction se réduit à un 
point, c'est-à-dire un cône quelconque^ et les dernières* 
o = cj' = Où représentent un cylindre. 

Il 'résulte de là que les surfaces gauches proprement dites y 
possédant la propriété énoncée, sont définies analytiquement 
parles équations (C) : 

ih == constante^ 
A'=^tang»/o. 

On reconnaît aisément d'ailleurs que la dernière équation 
exprime seulement que la ligiie de striction est une ligne de 
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courbure *, et Ton a par conséqueni ce théorème : Toute surface 
gauche dont une des lignes de première courbure coïncide avec 
la ligne de striction ^ et dans laquelle le coefficient de distri- 
bution des plans tangents est constant y a toutes ses lignes de 
première courbure équidistantes de la ligne de striction (*). 

3). Cherchons en particulier à définir celle des surfaces 
gauches jouissant , de la propriété précédente, dont la ligne 
de striction coupe les génératrices sous un angle constant: 
ce qui nous fournira en même temps une vérification. 

La ligne de striction de la surface cherchée étant une trajec- 
toire des génératrices rectîlîgnes, est aussi une ligne géodésî- 
que suivantle théorème du n^ 105. Etant à la fois ligne géode- 
sique et ligne de courbure, la ligne de striction est plane j les 
génératrices de la surface étant dès lors situées dans les plans 
menés par les tangentes de la ligne de striction perpendiculai- 
rement au plan de cette ligne, et faisant avec ces tangentes' 
l'angle constant l'o. Or, ce premier résultat, joint à la relation 
A = constante, conduit aisément à cette conclusion : que la 
ligne de striction est un cercle, la surface cherchée étant dès 
lors rhjperholoîde de rév^olution^ à une nappe. 

Soient, en effet, y le pôle commun du petit cercle ggl et du 

grand cercle oo' qui sert d^indicatrîce à la 
ligne de striction; E, rfS et Rj l'angle de 
contingence, Tare élémentaire et le rayon 
de courbure de la ligne de 'Striction. On a 



Fig. 45. 




/\ 



eo 



:r= gg' =:y ,sin gy=z 00' , COS gO z=z E COS/« i 

d'où 



E = 



(O 



d'où 



COS'o 



et cT== <fS.sin/c, 



dS = 



CT 



sm /q 



(*) On peut ajouter que les lignes de seconde courbure dclerminenlj sur tes 
génératrices recti lignes, des disfisions komographiques. 



STJRFAGCS GAUCHES. 1D(^ 

et Ton en déduit 

^ dS . i 

R, = --- = -; r = constante, 

E Â tang ?o 

puisque k et /'o sont l'un et l'autre constants. c. q. f. d. 

On aurait d'ailleurs, pour la surface conjuguée S' , 



R. = 



/*' cet /, 

et il résulte, de cette double expression de Ri , la relation 

k' -=: k , tang' /<, . 

4). Définir la surface gauche dont les lignes de cour^ 
bure sont des trajectoires dès générât nces» reclilignes de la 
surface. 

Une ligne de première courbure de la surface cherchée de- 
vant couper sous un angle constant toutes les génératrices de 
la surface, et étant elle-même coupée à angles droits par toutes 
les lignes de seconde courbure, il en résulte que ces dernières 
sont inclinées d'un même angle sur les génératrices^ et il en 
est de mênie pour les lignes de première courbure. 

Soit donc i Tinclinaison constante des lignes de l'une des 
courbures sur les génératrices : posons 

cet i =z C, 

et introduisons cette constanle C dans l'équation (3) de la 
page 14^5 il viendra 

^ ^/Rdrci' 

c = • COS cp , 

d'où 

Cm 



^/ R . COS cp :^ C CI Ip cr'ccft <ï> , et r/R±cj' = 



C0S9 



• Si l'on porte ces dernières valeurs dans l'équation générale 
(lo) des lignes de courbure (page i56), on trouve, successi- 
vement. 



Ccr 



iw'rfcRcos'©. dk ±^cos<p. C. CI in X- tj' cos^ ^p > =:ijw, 
T T -T- ) 

± XCT.Ccos(p-i-»'zt(R. r/itrf:^cr')cos»op=: ' ^ ; 
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OU, à cause de Ar. i7 = o), 

d'où, en remplaçant cos <p par — , et élevant au carré, 

^ ^ ^ V^i -h X' R' 

(10)3 L'(iH-^»R»)db(R^X-ip^o')r==«'(^qzCy(t-h^^R»). 

Cette équation, du quatrième degré en R, montre qu'il existe, 
en général, sur chaque génératrice d'une surface gauche quel- 
conque^ quatre points tels, que l'une des lignes de courbure 
passant en ces points coupe la génératrice sous l'angle i défini 
par la formule col/ = C; mais, dans la surface cherchée, cette 
circonstance doit* se reproduire en tous l'es points de chaque 
génératrice : l'équation précédente doit donc être une identité, 
et les coeflScients des diverses puissances de R, R*, R*..R®, 
doivent être identiquement nuls. Or, le coefficient de R* étant 
tù'^ , A*, on doit avoir d'abord 

[m) . w' = o, 

et l'équation de condition (10)3 se réduit alors à celle-ci 



*»wM-znC — ^r>R'±2^Bj'.^^.R + !«»UmC — >tvn=o 



qui doit se réduire elle-même à une identité. La surface cher- 
chée sera donc définie par l'équation [m) jointe aux trois sui- 
vantes : 

[b) t3'.dk = o, 



('•) ■'^ii^'^y 



A'in''z=o. 



On satisfait à la seconde, soit en posant 

(n) cr'rro, 
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et la troisième et la première donnent alors, successivement. 



(/>) 




etdk = o, ou 




M 


Â constante ; 



soit en posant 

d k = o , ou k = constante ; 

et, dans ce cas, la première et la troisième donnent, successi- 
vement, 

— :4zC = o, et ct'=:o. 

Ces deux solutions rentrent Tune dans l'autre ^ la surface cher- 
chée est définie par les équations 

w' = o , 
(!) U' = o, 

A =r constante, 

et Finclinaison constante des lignes de courbure sur les géné- 
ratrices est définie par Téquation [p) : 

-zfzC = Of ou C':pi=o, ou cot^i — 1=0; 
d'où 

(II) . /=4s;«. 

On a donc ce théorème : L'hèliçoïde à plan directeur est la 
seule surface gauche dont les lignes de courbure coupent les 
génératrices rectilignes sous un angle constant: 

Remarque, La génératrice rectiligne représentant, en 
chaque point d'une surface gauche, l'une des asymptotes de 
l'indicatrice de la surface en ce point, la tangente trigono- 
métrique de son inclinaison sur une des lignes de courbure eït 
égale, comme on sait, à la racine carrée du rapport des deux 
rayons de courbure principaux de la surface en ce point. Lç 
théorème précédent est donc susceptible de ce nouvel énoncé : 

I I 
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Toute surface gauche dans laquelle le rapport des rajons de 
courbure principaux a la même valeur en tous les points de 
la surface, est un héliçoïde à plan directeur^ et le rapport en 
question est égal à V unité : ce qui constitue une généralisa lion 
du théorème de Meunier. 

5) . Lignes de courbure des surfaces gauches du second degré. 

La représentation sphérîque d'une surface gauche, appliquée 
aux surfaces réglées du second degré ( hyperboloïde à une 
nappe, ou paraboloïde hyperbolique), conduit d'unç manière 
très-simple et sans aucun calcul, si Ton veut, aux équations 
des lignes de courbure de ces surfaces. 

Soient, en effet, YV'gg^ Y ellipse sphériquCy formée par les 
extrémités ^dés rayons de la sphère parallèles, aux génératrices 
rectilignes de l'hyperboloïde, et que nous nommerons ellipse 
directrice^ aa' l'indicatrice sphérique d'une ligne de cour- 
bure AA' de la surface 5 ^§7'^ ^'^'yS* • m ^cs grands cercles 
parallèles aux plans tangents de la fturface en A, A', . . ., et 
-contenant les pôles gf et y, g"' et 7', des quatre génératrices des 
deux systèmes situées dans ces plans*, mm' la courbe enveloppe 
des grands cercles ag^ a' g*\ et nn' eu6n la supplémentaire de 
la courbe mwt , 

D'après des propositions bien connues, duesà M.Ch.Dupin, 

ï^ig- 46. Tare rt/n, qui mesure l'angle de 

deux tangentes conjuguées rectan- 
gulaires, est égal à un quadrant ;. 
et le point m est le milieu de l'arc 
gy, parce que les tangentes aux 
deux lignes de courbure qui passent 
par le point A de l'hyperboloïde, 
sont les bissectrices des angles for- 
més par les deux généfatrices recti- 
lignes qui sd croisent au même point. 

Il résulte de là un premier moyen de trouver par le calcul 
les équations générales des lignes aa', mm' et nn'. Car lepoiht 
a(jr, y) étant donn^, le point m(X, Y) est aussi donné, par 
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l^înterseetîon de la polaire absolue du point a, xX-hyY=: — i , 
et de sa polaire a^yY-^ b^xX.= à^b* relatiife k l'ellipse di- 
rectric;e 5 ceci résultant de ce que les quatre points aelm^g et 7, 
forment une -dii^ision harmonique. D'ailleurs, Tare ma étant 
tangent à la courbe mm\ on a F égalité 

rfX X — x' 

et de là, en remplaçant X, Y et leurs dîfiérentieUes par leurs 
valeurs en fonction de a:, y^ dx^ dy^ on déduira Féquation 
différentielle de la ligne aa' . Cette équation, où les variables 
sont séparées, s'intègre aisément : et l'on trouve que la courbé 
aa^ est du quatrième degré, les courbes mm', nn^ étant seule- 
ment du second. 

Mais on peut aussi trouver les courbes mm' et nn* sans cal- 
cul. Imaginons, en effet, que l'on ait construit les arcs de 
grand cercle ayant pour pôles les points m, g Gly\ ces trois 
arcs, qui se croisent au point /2, seront : l'arc tangent à la 
courbe nn' en n , et les deux arcs menés par le même point 
tangentiellement à V ellipse sphérique E', supplémentaire de 
l* ellipse directrice E. Mais ces deux derniers arcs sont égale- 
ment inclinés sUr l'arc tangent à la courbe nn' en «, puisque 
les arcs mg'et my sont égaux v il font aussi des anglés^gaux 
avec les deuiç arcs de grand cercle qui réunissent leur point de 
concours n aux deux foyers y* ety' de l'ellipse E', par une pro- 
priété des coniques sphériques analogue à une propriété bien 
connue des coniques planes^ par suite, l'arc tangent en n 
à la courbe cherchée nn' fait des angles égaux avec les rayons 
vecteurs qui réunissent le point n à deux points fixes /et /' de 
la sphère : et la courbe nn' est une ellipse, ou une hyperbole 
sphérique, ayant ces points fixes pour foyers. 

Or, la ligne nn' est formée par les extrémités des rayons de 
ia sphère parallèles aux normales menées à l'hyperboloïde par 
l€s différents points d'une même ligne de courbure^ nous 
avons donc ce résultat : Si l'on mène par le centre d'une 
splière des rayons parallèles aux normales menées à l'hyper- 

1 1 . 
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holoïde par las points successifs des lignes de première et de 
seconde courbure, les extrémités de ces rayons déterminent 
sur la sphère deux séries d'ellipses et d^hyperboles homo- 
focales; et les foyers communs de ces courbes coïncident auec 
les foyers de V ellipse supplémentaire de T ellipse directrice. 

S'il s'agit du paraboloïde hyperbolique, l'ellipse yy'gg' est 
remplacée par le système de deux grands cercles gg\ yy' pa- 
rallèles aux plans directeurs de la surface; la courbe mm' est 
telle, que le segment de l'arc tangent à celle courbe compris 
enlreles deux cercles fixes gg' et yy', est divisé par le point do 
contact en deux parlies égales; la courbe supplémentaire nn' 
est, par conséquent, une conique sphérique ayant pour foyers 
les pôles des cercles gg\ yy' \ et la conclusion *esl la même 
que pour riiyperboloïde. 

Enfin, on déduit immédiatement du théorème précédent 
une équation générale des lignes do courbure, contenant une 
constante arbitVaire, et qui , combinée avec Féquation de la 
surface, détermine entièrement ces lignes. Tous ces résultats, 
d'ailleurs, peuvent être transportés ensuite aux autres surfaces 
du second degré. Il suffit, pour cela, d'employer la méthode 
analytique ordinaire, par laquelle on passe d'un calcul relalif 

à rdlipsoïde — j + ^ H — j= 'j par exemple, au calcul ana- 

logue relatif à Thyperboloïde — -4- 4^ ^ = ^ 5 P^^ le simple 

changement de c* en — c*. 

Remarque L De la définition générale des lignes /i/i' que 
nous venons de donner, on peut déduire, successivement, les 
équations générales des lignes nn' ^ des lignes- supplémentaires 
mm' (dont les projections centrales sur un plan convenable- 
ment choisi sont des cercles) ; et enfin des polaires récipro- 
ques pp' de ces dernières, par rapport à Tellipse directrice : les 
lignes /;/?' étant encor-e des courbes du second degré dont les 
axes coïncident, en direction, avec ceux de Tellipse directrice. 
Or, le rayon do lu sphère aboutissant au point /7 est parallèle 
au diamètre conjugué du plan tangent en A. ou au diamètre 
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de l'hypcrboloïde <[uî aboulil au point A de la ligne de cour- 
bure A A'. Nous aurons donc , par Tëqualion des coniques 
sphériques pp\ Téqualion générale des cônes du second 
dc^ré^ concentriques à Vhjperholoïde, et contenant les lignes 
de courbure de la surface. 

Ueniarque II. La iiguie sphéricpie déjà employée peut four- 
nir, pour chaque ligne de courbure de la surface, la langenle 
trigonométrique dç rinclînaisou du plan osçulateur sur le plan 
langent. 

6). Toute surface gauche dont les lignes de première 
cou/ bure sont situées dans des plans parallèles, est un hy- 
pcrboloïde de rc^olntio/i» 

En effet, l'on démontre aisément, à l'aide de quelques con- 
sidérations de géométrie, et par l'emploi de l'équation géné- 
rale (A) de la page i55, que les lignes de première courbure 
d'une pareille surface sont équidistantes de. la ligne de slric- 
lion, et que celle-ci est une trajectoire des génératrices recti- 
lignes. On rentre donc dans le problème 3) de la page i58, 
cl la surface est un hyperboloïde de révolution. 

108. Des lignes asympto tiques d'une surface gauche quel^ 
conque, (Foirp, 148, remarque D.) 

Dans toute surface gauche du second degré, les lignes asymp- 
loliques, qui correspondent aux génératrices rectilignes de 
chaque système, sont les génératrices de l'autre système. Nous 
allons voir que les lignes asymplotîques d'une surface gauche 
(|uelconque présentent, par rapport aux génératrices rectilignes 
de cette surface, des propriétés métriques identiques à celles 
qui ont lieu entre les deux systèmes de génératrices rectilignes 
d'une surface du second degré. [Voir la fig. 43, p. 148.) 

Soient, comme à l'ordinaire, aa' l'indicatrice sphérique 
d'une ligne asymptoiique, et gg' la ligne formée par les extré- 
mités des rayons de la sphère parallèles aux génératrices recti- 
lignes de la surface : aa' sera l'enveloppe des arcs de grand 

cercle g'ûr 5 g'a', et l'on aura, par la formule (6), pag^ .1 (7 

— --- w cos Cp 

tang/ = tang^'rt ^- lang^/^ = r7q=r;7:' 

Cm _La '( ^ 
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{.désignant Tînclinaisou delà ligne asymplolique sur la géné- 
ratrice correspondante. On a trouvé d'ailleurs (formule 3, 
page i45), 

COt / = COSç : 

et la multiplication membre à membre de ces relations donne 

it (r/R ±t!T') cos> = «' d:: <3?(p = w' ± (^ .^R -h R^/ ) cos'ç. 

Or, on voit aisément que le signe supérieur du second membre 
doit être rejeté, sans quoi rfR disparaîtrait de la relation précé- 
dente, qui se réduirait dès lors à une équation^/iie eu R, sans 
constante arbitraire, et fournissant pour chaque génératrice 
un nombre déterminé de valeurs de R , ce qui serait absurde. 
On trouve donc, en prenant le signe inférieur, 

(il) •(2*.rfR + R.flf>t±^.l3')C0S»f =»', 

pour équation générale des lignes asympto tiques. 

i). Supposons la surface à plan directeur^ ou posons (àf=o ; 
il viendra, en considérant simultanément deux lignes asymp- 
lotiques, et en désignant par R,R' les distances (de même signe 
ou de signes contraires) des points correspondants de ces lignes 
à la ligne de striction, 

2 X .fl^R -f- R.ûf X ± X .0' = o, 

d'où, par sou8tractio;i, 

2X.^(R'--R)-h(R'--R)rf/=o, 
ou encore 

</(R' — RJ dA 

2 . — ^— ; ' H =0; ♦ 

R' — R ^ ' 

d'où, enfin, 

* 

(a) ^ (R' --R)' = constante = C'. 

Si Ton applique, en outre, cette formule au système formé 
de la première des lignes asymptotiques précédentes, et d'une 
troisième, caractérisées respectivement par les distances R et R"; 



pw jaura, de même, 

(à) X(R'' — R)«— constante = C", 

et l'on déduit, de la comparaison des formules (a) et (i), la 
relation 

(il), ^,,^^ == constante . 

Donc, dans toute surface gauche à plan directeur, les lignes 
asymptotiques divisent deux génératrices quelconques de la 
surface en segments proportionnels ^ ce qui renferme la pro- 
priété bien connue du paraboloïde hyperbolique dont les ligneç 
asymptotiques sont précisément les génératrices rectilignes du 
second système. 

Il résulte encore de là , que les n droites joignant les traces^ 
sur deux génératrices déterminées, de n lignes asymptotiques 
de la surface j sont n génératrices d'un même paraboloïde^, 

m 

i'). Si, indépendamment de la condition ù)'=o, on pose 
encore k ^=: constante , la formule (a ) se i^duii à 

{a')- R' — R = constante, 

et deux lignes asymptotiques déterminées interceptent des se g^ 
ments égaux sur toutes les génératrices. 

i''). Si l'on pose simultanément a)'=o et n= o, auquel 
cas la surface est engendrée par des perpendiculaires à une 
droite fixe y menées par les différents points de cette droite ^^ 
Téguation générale {f i) se réduira à 

2 X' . ^R ^ R . dli- cr o , 
d'où 

(«'') X-.R^ = constante y 

qui se réduit ellc-mémç à 

[a"') R= constante j 

quand on ajoute aux précédentes la condition A = constante : 
la surface est alors un héUçoïde, ei ses lignes asymptotiques 
sont les trajectoires orthogonales des génératrices. 
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a). Revenant au cas général d'une surface gauche quel- 
l^îg- 47- conque, nous aurons, en appli- 

quant simultanément à deux li- 
gnes asymptotiques AB, Â'B^ 
Féquation (i i) préalablement di- 




(") 



(«') 



ta 



Visée 



par w .cos*ç = rr^^^ 



2X-. — r-+-R. — ±:— r = i-h/'R% 



X-' 



BT 



2/. -— 4-R'. — ±--r=i -4-/'R'^ 

6> 6> . W 



d'où, en retranchant membre à membre, et posant 
R'— R = AA'=:r', 



w 



2>t.^.+ /.^r=^V(R' + R^ = XV'(/-f-2R). . 



w 



&> 



Appliquant ensuite, simultanément, cette dernière équation aux 
deux systèmes formés par les lignes asymptotiques AB et A'B', 
AB et AJ'W \ nous aurons, en posant encoreR"— R = AA"=r'^ 



W 



(n 



d/ dk 

2 Ai . — - + r' . -- =/-V»-|- 2 A-R . /, 

1 dr „ dk ' ,, , _ „ 



De là, en multipliant la première par — r", la seconde par +/*^, 
ajoutant ensuite, et remarquant que R disparaît, ainsi que le 



dk 
rapport différentiel —7 ? il vient 



2 j = X- / r" (/ — . r') , 



ou 



(^) 



r 
r 
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équation qui représente le système des trois lignes asympto- 
liquesAB, A'B'etA''B^ 

Appliquant enfin cette dernière équation (c) aux deux sys- 
tèmes de trois lignes asymptotiques AB, A' B', A"B", et 

AB, A'B', A'^'B'''; et éliminant l'élément différentiel — 

entre les équations résultantes, nous aurons cette équation 
différentielle du système de quatre ligues asymptotiques quel- 
conques : 

r'*' r" 

</. -7- ^*—; 

r r 

(d) 






Cette équation prend , successivement, les formes suivantes : 

djr dx dy dy dx dx 






y{y — ^) 3c[x-"'\) r — I y x—\ x 

d'où, en intégrant et désignant par C la, constante introduite, 

y — 1 X — I 

' ' ' =^ C . — — — ; 

y X 

de là enfin, en remplaçante^ et x par leurs valeurs -7 et -7-) 

= C. 



(,) \ ou 

AA'" ' AA" "" ^ ' 



et cette relation exprime que le rapport anharmonique des 
• quatre points A , A', A'', k"', demeure constant. On a donc les 
théorèmes suivants : Dans toute surface gauche^ quatre 
lignes asymptotiques quelconques déterminent sur les géné- 
ratrices rectilignes de la surface une infinité de systèmes de 
quatre points^ dont le rapport anharmonique est constant^ 
— n lignes asymptotiques de la surface déterminent sur deux 
génératrices quelconques deux dii^isions Itomo graphiques^ et 
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les droites 4]ui réunissent les traces de cliacime de ces lignes 
sur les deux génératrices sont n génératrices d^un ntême hy^ 
per/wloïde. On voll que ce théorème comprend la propriété, 
bien connue, des génératrices de Thyperboloïde. 

Remarque /. L'équation [c) exprime que le rapport 

X' AA" 

-7 = -^--7 demeure constant, quand co' = o, ou lorsque la sw- 

face admet un plan directeur. Dans le cas général, elle con- 
duit à la relation 

A' A" r'' — r' r^jt^- 

Remarque II. Le théorème précédent pourra être utilisé 
dans diverses applications et, en particulier, dans Tétude des 
surfaces gauches formées par les normales principales des li- 
gnes à double courbure. Ainsi, par exemple, on en déduit 
immédiatement que : si les génératrices d'une surface gauche 
sont les normales principales de trois courbes distinctes, auquel 
cas ces courbes sont trois lignes asymptoliques équidistantes 
de la surface, elles seront les normales principales d'une infi- 
nité d*autres lignes, à savoir de toutes les lignes asymptotiques 
de la surface : propriété qui caractérise l'héliçoïde gauche, à 
plan directeur. 

109. Équation générale des lignes d'ombre ^ relatives à des 

^^ff 48. rayons incidents parallèles y 

jBf — 1^-^^ dans les surfaces à plan di- 

//lAl ^\ recteur : théorèmes de col- 

/ v . 797 \ ■ \ linéation sur les triansles et 

/ / \>^ .\ \ polygones formés par ces 

JU- — Vr - JK — ^— ^_ " lisnes. 

\ Vf / Soient y le pôle du grand 

\y^ ^^^^^ J cercle gg, de la sphère, pa- 

°\^^ y rallèle au plan directeur; 

— aui l'indicatrice d'une ligne 

d'ombre A Ai, et p rexirérailé du rayon de la sphère parallèle 
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aux rayons ineidents. Menons les arcs de grand cercle yp^ y g 
et pag^ qui est parallèle au plan tangent à la surface en A, et 
dont rinclinaison pgy sur l'arc gy est égale à Tangle déjà dé- 
signé par y. 
Posant 

/w = tang^, az=pyg, 

on trouve, entre les quatre élémentis consécutifs py^ îlj y g et <p 
du triangle ^y^, la relation 

cet /?7 . sin 7 ^ = ces y g . cos i2 -|- sin il . cet <p 
ouj à cause àeyg = - et de la relation tang(p = A . R , 



I . - — • sinû 
m 
ou 



-singy = ^^, 



(12) X-.R = /w.sinn : 

telle est Téquation générale des lignes d*ombre. La constante 
m qui y entre ne dépend que de Tinclinaison des rayons inci- 
dents sur Taxe de la surface, et les coordonnées courantes sont 
R et n : cette dernière désignant F angle que la génératrice 
rectîlîgnequi passe par un point quelconque de la ligne d'om- 
bre considérée fait avec la génératrice fixe, issue du poiut où 
cette ligne rencontre la ligne de striction. 

Applications, i). Théoeème I. Les lignes tï ombre y issues 
iTun même point de la surface^ dis^isent les génératrices rec^ 
tilignes en segments proportionnels. 

Démonstration. Soient 

A.R = /wsinfl, ^.R'=/w'sin(a + a'), A^.R" = /w"sin(a4-a"), 

les équations de trois lignes d'ombre lAAi, lA'A'i, \K"Iil\^ 
issues d'un même point I delà surface, et rencontrant une géné- 
ratrice rectiligne quelconque suivant les points A, A', A'' dont 
les distances à la ligne de striction sont R, R', R'', ; «' et a." 
désignant d'ailleurs, dans ces équations, les angles que forment 
avec la génératrice du point où Igi première des trois ligne» 
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précédentes rencontre la ligne de striction, les génératrices des 
points analogues relatifs aux denx dernières. 
On peut mettre ces équations sous la forme 

k . R 

sm il = > 

m 

A R' 

sin il ces a' 4- ces H . sin a' = - - ,- » 

> m 

sin Q. . ces a" -h ces n . sin a" =: „ : 

m 

et si, après avoir éliminé cos îî entre les deux dernières, on 
remplace, dans Féquation résultante 

/R' R" \ 

sin II . sin ( a'' — a' ) = A ( ■— 7 sin a" ^r • sin a' | > 

sin îlparsa valeur tirée de la première, il vient, en divisant 
par /r, 

R R' R" 

(A) —. sin (a" — a') = — 7* sin a" ;; • sin a' : 

m 'm m 

et de là, en posant 



R' = R 4- f^, R" = R 4- r" ; ou AA' = r', AA" = /', 

/.,v _^ rsin(a"— a') sin a" sina'l r' . „ r" . 
A R — ^ p- H — h= ~ sm a' ;:,sm a'. 

Or, les trois lignes considérées concourant en un même point 
I, Féquation (A) du système de ces lignes doit être satisfaite 
par la substitution R = R' = R^'5 ou Féquation (A'), par Fhy- 
pothèse /•'=/'"= o. Le terme en R disparaît donc de l'équa- 
tio|i (A') qui se réduit à 



/ A A' 



(12), -77 = ---7, = constante ; 

r AA 

et la proposition est démontrée. 

2). Théorème II. Les trois sommets (ï un triangle variable 
abc, dont les côtés sont formés par des lignes d ombre, glis- 
sant respectivcmetit sur trois génératrices déterminées A, B, C 
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fie lu surface, et les deux premiers côtés ab et bc de ce trian- 
gle tournant constamment autour de deux points donnés 
y et Cf. : le côté libre ac de ce triangle passera constamment par 
un troisième point fixe /3 ; et les trois pôles a, (3, y appartien- 
drofit à une même ligne d^ ombre. 

Démonstration, Considérant le triangle variable dans deux 
quelconques de ses positions abcj ab^c\ réunissons les deux 
pôles donnés y, a par une ligne d'ombre qui aille rencontrer 
aux points A, B, C les génératrices données, de mêmes noms; et 
qui soit rencontrée elle-même, au point (3, par le troisième côté 
ac du premier triangle. Pour établir que le côté homologue 
a^c' du second triangle passe aussi par le point (3, il suffira, 
en vertu du théorème précédent, d'établir l'égalité 



(.r) 



Aa Ce 



A«' Ce 



^ ^f 



Fig. 49. 



^ Or, en vertu du même théorème, les trois lignes d'ombre issues 

du point 7, divisent les génératrices 
A et B en segments proportionnels ; 
il en est de même des lignes d'om- 
bre issues du point <7, relativement 
aux génératrices B et C. On a donc 
les deux égalités : 




Aa 



Bb 



A a' Bb' 



Bb 



Cc_ 
Ce' 



qui entraînent l'égalité (x) Ct le théorème énoncé. 

3). Théorème III. Réciproquement y les trois côtés d'un 
triangle variable ahc formé par des lignes d'ombre, tournant 
respectii^ement autour de trois points fixes a, j3, y situés sur 
une même ligne d'ombre, et les deux premiers sommets a et h 
du triangle décnï'ant deux génératrices données A et B : le 
sommet libre c décrira pareillement une troisième génératrice , 

Démonstration, Prenant le triangle variable dans deux de 
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ses positions abc^ a'b'c*^ menons la génératrice qui passe par 
le sommet c' du'second ; et, pour démontrer qu^elIe passe aussi 
par le sommet c du premier, supposons qu'elle coupe en deux 
points distincts, Cj et Cj, les deux côtés bc et ac de ce triangle. 
Si Ton appelle C le point de rencootre de cette génératrice et 
de la ligne d'ombre cty^^ on trouvera, par l'application du 
théorème I à chacune des séries de lignes d'ombre, issues des 
points a, |3, y ; et par la déûnilion des points Ci, c, : 



Ce, 
Ce' 



Bb Ccj Aa Aa B6 



B^' C(/ Afl" Afl'~"B6' 



d'où, par comparaison, 



Ce, 

Ce' 



Ce, 
C? 



7» 



OU 



Ce, = CCa. 



Les points Ci, Cj sont donc confondus en un même point, qui 
est le point c\ et le théorème est démontré. 

Observation. Les deux théorèmes précédents peuvent s'ap- ' 
pliquer à un polygone curviligne d'un nombre quelconque de 
sommets, pourvu que l'on suppose que les pôles des différents 
côtés du polygone appartiennent à une même ligne d'ombre. 

4 ) . Si la ligne de striction de la surface considérée est une 
ligne droite, l'équation (12) de la page 171, 

^ . R = TO . sin n, 

représentera la projection sur le plan directeur d'une ligne 
d'ombre quelconque, rapportée aux coordonnées polaires R 
et n. Si l'on pose, en outre, k = constante, la sur/ace de— 
uient un héliçoïde^ et l'équation précédente représente un 
cercle. On en conclut que, dans Vliélicoïde gauche^ les projec- 
tions sur le plan directeur des lignes d' ombre relatives à des 
rayons incidents parallèles, sont des cercles, passant par le 
pied de taxe sur ce plan. (De la Gournerie, Journal de 
t École Polytechnique^ 1 85 1 .) 

Remarque. Dans une surface gauche quelconque, quatre 
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lignes d* ombre ^ issues ctnnmême point de la surface et rela'- 
tiyes à des répons incidents parallèles, coupent une géné^ 
ratrice rêctiligne quelconque en quatre points dont le rapport 
anharmonique est constant? 

JNons pourrions démontrer cette proposition dans le cas par- 
ticulier où le cône directeur de la surface e^t de révolution, 
et lorsque le point de concours des li^es d^ombre appartient à 
la ligne de striction. La démonstration est d'ailleurs, toute 
semblable à la précédente, et n'exige que des calculs plus 
longs* 

La proposition énoncée sous*forme interrogative est donc 
probablement vraie. Elle est d^ailleurs d'une vérité évidente 
pour les surfaces du Second degré 5 et ce dernier cas contient 
peut-être le cas général : De la même manière que la propriété 
bien connue des deux systèmes de_ génératrices reçtilignes de 
Thyperboloïde peut conduire, par une méthode que nous a 
indiquée M. O. Bonnet, à notre théorème sur les lignes asymp* 
totiques d'une surface gauche quelconque. 

110. Scolie, Le rôle de l'indicatrice sphérique, dont nous 
avons cherché à établir l'importance dans l'étude des courbes 
tracées sur certaines surfaces spéciales, s'amoindrit singulière- 
ment, ou disparait même d'une manière totale, quand il s'agit 
d'une surface quelconque. On a vu déjà, en effet, combien est 
imparfait notre procédé pour la représentation sphérique d'une 
surface de révolution •, et en exceptant les surfaces réglées, qui 
se prêtent le mieux à notre méthode, il parait difficile de re- 
présenter sp/iériqnement, d'une manière utile, les diverses 
courbes tracées $ur une surface quelconque. 

Toutefois, quand on a seulement à considérer certaines 
courbes spéciales tracées sur une surface, l'emploi de lignes 
sphériques auxiliaires, liées à ces courbes suivant de nouvelles 
)ois, peut encore offrir de grands avantages , alors même que la 
surface demeure absolument indéterminée. 

Ainsi, considérant une surface quelconque S et ses deux 
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systèmes de lignes de courbure, supposons menés par le centre 
d^une sphère des rayons parallèles aux normales de la surface 
suivant les divers points de chacune de ces lignes. A chaque 
ligne de courbure de la surface correspondra une ligne sphé- 
rique particulière, et les tangentes en des points correspond 
liants de ces deux lignes seront parallèles. Il résulte , en pre- 
mier lieu, de ce parallélisme, que les deux séries de lignes 
sphériques, ainsi conjuguées aux lignes de première et de se- 
conde courbure de la surface, formeront, comme ces der- 
nières , un double système orthogonal . En second lieu , si la 
surface considérée admet une ligne de courbure plane, la ligne 
sphérîque conjuguée ayant ses tangentes parallèles à un même 
plan, sera plane et se réduira à un petit cercle de la sphère,dont 
le plan sera parallèle à celui de la ligne de courbure. D'ail- 
leurs, et cette conséquence très- simple paraît ne pas avoir été 
remarquée, le théorème de M. Joachimstal est rendu évident 
par remploi de ces considérations : puisque les rayons de la 
sphère ont une inclinaison constante sur le plan du petit cer- 
cle, etque ces rayons sont parallèles aux normales delà surface 
primitive, menées par les différents points delà ligne de cour- 
bure plane considérée. 

Tels sont les principes de l'élégante méthode employée par 
M. O. Bonnet dans Télude des surfaces dont toutes les lignes 
de courbure sont planes, et dont le problème suivant offre une 
mpVica.lion, {Journal de rÉcoie Polytechnique^ i853.) 

Problème. Toutes les lignes de courbure d'une surface 
étant planes, trouv^er les relations de position qui peus^ent 
exister entre les plans de toutes ces lignes. 

Solution. Les deux séries de lignes de courbure de la sur- 
face étant composées de lignes planes, le système des. lignes 
sphérîques conjuguées se composera de deux séries de cercles 
formant un double système orthogonal 5 et les plans de ces cer- 
cles étant parallèles aux plans de ces lignes, il suffira, pour 
répondre à la question, de résoudre le problème suivant : 

Tromper sur la sphère les deux séries les plus générales de 
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cercles formant un double système orthogonal , et définir les 
relations de position que présentent les plans de tous ces 
cercles. 

1. Admettons, ce que nous démonlrerons à la fin, que si 
les cercles du second système ne se coupent pas, les cercles 
du premier se coupent nécessairement deux à deux^ et soient 
A et B les points d'intersection de deux cercle^ déterminés du 
prenaier système, lesquels sont coupés à angle droit par tous 
les cercles du second. Formons la projection stéréographique 
des deux séries de cercles, en prenant le point A pour centre 
de projection, ou point de vue. 

Les deux cercles de la première série qui passent par A et B, 
se transforment en deux droites distinctes, passant par la 
projection b du point B, et devant être coupées à angle droit 
par les projections des cercles de la seconde série. Ces projec- 
tions sont donc tous les cercles ayant pour cçntre commun le 
point bs 

D^ailleurs, les projections des autres cercles de la première 
série devant couper à angle droit les cercles concentriques en b, 
ces projections doivent se réduire à des droites passant par le 
point b. Donc, les cercles, de la première série passent par les 
deux mêmes points h. et Y^ delà splïère. 

2. Pour trouver, en second lieu, la définition des cerples 
de la seconde série, il suflSt de remarquer que l'un quelconque 

de ces cercles se projetant 
suivant une circonférence 
ayant pour centre le point i, 
le sommet S du cône circon- 
scrit à la sphère suivant ce 
cercle est situé, d'après un 
tbéorème'du h M. Chasles, 
sur la droite Ai, ou j^B. Si 
d-onc on construit, par rap- 
p'brt au*grand cercle AB, la 
polaire MN d'un point quelconque S pris sur le .prolongement 

12 



Fig. 5o. 
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de AB, 'MN sera le diamètre d'un cercle de la seconde série, 
situé dans un plan perpendiculaire à celui du grand cercle ÂB. 
Or la polaire MNdu point S passe par le point fixe P, pôle 

de H corde AB par rapports» grand cercle AB. Donc les plans 
fies cercltfs rie la sttconde série .passent par une droite fixe 
A' h' qui est perpendiculaire au plan AOB, ainsi çu'à la 
droite AB, et qui passe en outre par le pâle F de cette der^ 
nière : et Te problème auxiliaire se trouve résolu. • 

3. Si l'on revient maintenant à la surface primitive, on 
retrouve ce théorème, dû à M. Bonnet : Si toutes les lignes de 
courbure d'une surface sont planes, les plans des lignes de 
chaque ceuilyure sont parallèles à une même droite Dj , ou D*; 
et les droites Dj , Dj sont perpendiculaires entre elles. 

4. Il nous reste à démontrer ce que nous avons admis dans 
le n^ 1 , à savoir que les cercles de Tune ou de; Tautre série se 
coupent deux à deux. Examinant la question sur le plan, par 
une substitution permise, supposons que les cercles de la pre^ 
mière série ne se coupent pas. Il est évident d'abord que ces 
cercles, qui doivent se succéder d'une manière continue, ne 
sauraient être extérieurs deux à deux. Considérons donc, en 
particulier, la figure formée de deux de ces cercles, intérieurs 
Tun à r^titre, et de tous les cercles de la seconde série; et 
construisons la figure réciproque de celle-là par rapport à un 
point o pris dans le même plan. Si le point o est convenable- 
ment choisi, la figure réciproque se composera, d'après un 
théorème dû à M. Liouville , de deux cercles concentriques et 
des lignes, droites ou circulaires, qui les coupent orthogonale- 
ment. Mais on voit immédiatement que ces dernières lignes 
sont droifeSy et qu'elles passent par le centre commun des deux 
cercles. Delà, en revenant à la figure primitive, on voit que 
les cercles de la seconde série se coupent suivant les deux 
mêmes points. 

Remarque. Le pnoblème auxiliaire précédent a été traité 
d'abord par Lagrange, pour le cas du plan (Académie de Berlin^ 
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Noui^eaux Mémoires^ ^779> P^g®^^')? ^*) récemment, par 
MM. Bonnet et Catalan, pour le cas de la sphère (Mémoire 
cité^ et Journal de Mathématiques^ tome XIX, page i32). La 
solution précédente qui repose, co.mme celle de M. Catalan, 
sur les propriétés de la projection stéréographique, s'en sépare 
cepencUpt, d'une manière très-netle, en ce qu'elle n'exige 
aucune considération d'analyse. 



FIN DE LA PREMIERE PARTIE. 



12, 



I 



SECONDE PARTIE. 

THÉORIE MÉCANIQUE DES LIGNES A DOUBLE œURBURE. 



CHAPITRE X. 



DES LIGNES A DOUBLE COURBURE 

CONSIDÉRÉES COMME TRAJECTOIRES d'uN POINT MATÉRIEL 

EN MOUVEMENT SUR UNE SURFACE. 



m. Newton, dans le lîvre des Principes^ a considéré le 
premier quelques cas, très-particuliers, il esti^rai, du mouve- 
ment d'un point sur une surface. La lo® section du 1**" livre, 
ayant pour litre : Du moiii^enient des corps dans des super- 
ficies données y et des oscillations des corps suspendus par 
des fils f contient en effet, — ^ indépendamment de celte obser- 
vation générale que tout ce que Ton sait, relativement au 
mouvement d'un point sur une courbe plane, peut être trans- 
porté au mouvement sur une surface de révolution dont la 
courbe considérée serait une section méridienne, — deux pro- 
positions relatives au mouvement, sur une surface de révolu- 
lion quelconque, d'un point soumis à une force passant con- 
stamment par Taxe de la surface. Newton remarque, dans ce 
cas, que les aires décrites par la projection du mobile sur un 
plan perpendiculaire à Taxe, sont proportionnelles aux temps : 
et cette observation renferme, comme nous Favons montré 
dans la P* Partie* la propriété bien connue des lignes géode- 
siques d'une surface de révolution. 

Euler, traitant ce sujet avec plus d'étendue, résolut, dans le 
dernier chapitre de sa Mécanique (tome II, pages 45 7-^00 ), 
divers problèmes dignes d'intérêt, relatifs au mouvement 
d'un point sur un cylindre quelconque, sur un cône o» sur 
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une surface de révolution. La solution qu'il y donna du pro- 
blème du pendule sphérique a seule été reprise depuis, par 
divers analystes, et perfectionnée avec d'autant 'plus de soin, 
que l'on est plus généralement convenu de borner à ce seul cas 
particulier l'étude du mouvement sur une surface. 

Il suffit d'ailleurs, pour expliquer l'inactivité de la science 
sur ce point, de remarquer que l'étude, directe et géométrique, 
du mouvement sur une surface exige, essentiellement, la no- 
tion préalable de la courbure géodésique et l'emploi de for- 
mules fournissant Texpression géométrique de cette courbure 
pour les diverses lignes tracées sur la surface que l'on consi- 
dère : de la même manière que l'étude des diverses lignes 
planes que peut décrire un mobile soumis à Faction de certai- 
nes forces, a dû être précédée de l'étude géométrique de la 
courbure de ces lignes. Or, non^^eulement la notion de la 
courbure géodésique est une des acquisitions les plus récentes 
de la théorie des lignes tracées sur une surface, mais encore 
les formules qui donnent l'expression de cette courbure, sur 
certaines surfaces particulières, sont peu nombreuses et peut- 
être même peu appropriées , dans leurs formes actuelles , à 
l'objet dont nous parlons. Il en résulte que l'étude du mouve- 
ment sur une surface ne pouvait guère être abordée, géomé- 
triquement au moins et avec quelques fruits, avant l'époque 
actuelle; et que, même aujourd'hui, et jusqu'à de nouvelles 
recherches sur cette matière, elle devra se borner à quelques 
surfaces spéciales, telles que la sphère, les surfaces coniques 
ou cylindriques et les surfaces de révolution : les seules pour 
lesquelles on ait encore des expressions suffisamment géomé- 
triques de la courbure géodésique. Telles sont, du moins, les 
limites dans lesquelles nous nous sommes tenu, et que nous 
n'avons pas essayé de dépasser. On voit que ce sont à peu près 
les limites déjà atteintes par Euler. On trouvera néanmoins 
dans notre travail plusieurs résultats nouveaux, parmi lesquels 
nous citerons deux théorèmes généraux relatifs à la réduction 
du mouvement sur une surface conique ou cylindrique quel- 
conque, au mouvement sur le plan ; des propriétés non encore 
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observées du mouvement du pendule spliérique; de nombreu- 
ses et intimes analogies entre le mouvement sur la sphère et le 
mouvement sur le plan ^ quelques redierches sur le mouve- 
ment d'un point sur une surface, gaucbe^ ou de révolution ; 
enfin un théorème, relatif i la représentation géoméirique de 
la vitesse et du temps , dans une brachisiochrone plane ou 
sphériqug, et fournissant la division d7un arc quelconque de la 
courbe en arcs partiels isochrones. 

Quant à la méthode que nous avons suivie, elle se traduit 
par des formules absolument nouvelles. L'une d'elles met en 
évidence les divers éléments géométriques dont dépend la pres- 
sion exercée par le mobile sur la surface \ éléments déjà coiile- 
Tius, il est vrai, mais non encore explicitement reconnus dans 
la formule ordinaire. Mais celle de nos formules qui nous pa- 
raît offrir le plus d'intérêt, est celle qui fournit l'expression 
générale delà vitesse du mobile. Quoique ayant la même origî ne, 
elle est absolument distincte de la formule ordinaire., déduite 
du principe des forces vives ; car, tandis que celle-ci renferme 
la grandeur et la direction relatii^e de la force extérieure, et 
paraît, dans certains cas au moins, indépendante de la forme 
de la trajectoire dans l'intervalle des points extrêmes; la di- 
rection relatii^e de la force extérieure entre seule dans la pre- 
mière, qui contient une intégrale dont les éléments et la valeur 
dépendent essentiellement de la forme de la trajectoire. La 
comparaison des deux formules, quand elles sont l'une et 
l'autre intégrables, fournit d'ailleurs une première équation, 
en termes finis, de la trajectoire. 

112. Notation générale. Un mobile se mouvant sur une 
surface quelconque, celle-ci divise l'espace en deux régions 
dont l'une quelconque peut être considérée comme intérieure. 
Nous supposerons toujours le mobile placé sur le bord interne 
de la surface, de telle sorte qu'il ne puisse se détacher do celle- 
ci qu'en entrant dans la région intérieure : la réaction exercée 
par la surface sur le mobile étant, dès lors, dirigée en chaque 
point suivant la normale intérieure' , 
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• 

Nous appellerons : N la valeur absolue de la réaction nor- 
male, cl R le rayon de courbure de la ligne géodésique tangente 
à la trajectoire du mobile; G la valeur absolue delà force ex- 
térieure sollicitant le mobile; y Tangle, aigu ou obtus, formé 
par la direction de cette force avec la normale intérieure, et V 
Tangle, aigu ou obtus, que fait la projection de cette force sur 
le plan tangent à la surface avec la tangente à la trajectoire, 
dirigée dans le sens du mouvement. 

En6n nous, désignerons par (^ la vitesse du mobile, et par 
ds, Cg, /'g, r l'arc élémentaire, l'angle de contingence géodé- 
sique, le rayon de courbure géodésique et le rayon de courbure 
absolue de la trajectoire; le plan osculateur de cette dernière 
faisant avec le plan tangent à la surface un angle â, dont le 

complément a mesure Tangle du rayon de courbure r de 

la trajectoire et de la normale intérieure à la surface. Nous sup- 
poserons toujours ce dernier angle aigu; et nous prendrons la 
niasse du mobile pour unité. 

SI- 

Du nioiiv^ement d\in point sur une surface quelconque. 

113. Théorème fondamental. Un point matériel se moU" 
v^ant sur une surjace quelconque, sous F influence {Tune force 
extérieure G et de la réaction normale N de la surface : la 
composante de la force exiérieure sui\^ant celle des normales 
à la trajectoire qui est tangente à la surface a pour valeur, 

en chaque point , — ; et la pression exercée par le mobile sur 



''g 



v^ 



la surface est égale à — — G cosy, Gcos y désignant la com- 
posante, positis^e ou négativ^e, de la force extérieure suii^ant la 
normale intérieure à la s ut face. 

Démonstration . Le mobile étant regardé comme se mou- 
vant librement dans l'espace, on sait que le système formé de 
la force extérieure G et de la réaction normale N de la surface 
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est équivalent au système —et - des composantes, tangen- 

tielle et normale, de l'accélération totale. Il en résulte que la 
somme des composantes des forces du premier système, suivant 
une direction quelconque, est pareillement équivalente h là 
somme des composantes des forces du second système, suivant 
la même direction. Or, pour la direction considérée, Anty 
perpendiculaire à la fois à la force N du premier système et à la 

force — du second, la première somme se réduit à la compo- 
sante de la force extérieure G, et la seconde à la composante 
de la force - dirigée suivant le rayon de courbure r de la tra- 




jectoire; et comme ce rayon fait, avec la direction de projec- 
tion, un angle mesurant précisément l'inclinaison a du plan 
osculaleur de la trajectoire sur le plan tangent k la surface, 

cette dernière composante est éeale à -cos«, ou k » 

^ ^ r r: ces a 

OU à — [voir page 8, n° 8). 

Quant â la pression (égale et contraire à la réaction N) 
exercée par le mobile sur la surface, il est évident qu'elle se 

compose de la pression ~ (dirigée 

suivant la normale extérieure) qu'il 
exercerait s'il continuait à se mou- 
voir librement, avec sa vitesse ac- 
tuelle, sur la ligne géodésique tan- 
gente à la trajectoire ; etdelacompo- 
îit-''<\6 sanle normale — G cosy de la force 

extérieure : de sorte que Ton a pour la valeur de la pression 

u^ 

rapportée, quant au sens, à la normale extérieure, ~ — G cosy. 

Que si cette composition de la pression ne parait pas sufjG- 
samment évidente, on pourra l'établir rigoureusement, par les 
considérations ordinaires, en remarquant que la somme des 
composantes des forces N et G suivant la normale intérieure 
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AN à la surface est égale à N -H G cos y ; landîs que la somme 
analogue pour les forces équivalentes ~ei — se réduit à — sina, 

ou, diaprés le théorème de Meunier, à--, et la comparaison 
de ces valeurs conduit bien à la formule 

lié. ComoLLAiRE. On déduit immédiatement de ce théo- 
rème ces trois formules générales : 



., i 



d . i^ cos V ds € 

■= 2 . ,. • = 2 . 



ff 



p' sinV Fg tangV 



P« 



(U) 



— = Gsin7 . sinV, 

p2 



ror 



^ Gsiny.sinV^ 



p* 



(III) N = — — GC0S7. 

Les deux dernières ne sont que la traduction analytique du 
théorème précédent 5 et la première formule résulte de la com- 
binaison de la seconde avec Téquation, déduite du principe 
des forces- vives, 

r/ . f^ = 2 (G sin 7 ) . cos V . ds. 
Enfin, la combinaison des formules (II) et (III) donne 



{") Cette Bénie partie de la démonstration suppose une restriction dans le 
choix, que nous avons dit déjà être arbitraire, de celle de deux régions de Tes- 
paceque Ton dit intérieure par rapport à la surface : et pour que la valeur de la 
pression, ou de la réaction normale, subsiste telle qu'elle résulte de la for- 
mule (III)i il convient d^appeler normale intérieure de la surface celle des deux 
directions delà normale qui coïncide avec la direction du rayon de courbure R 
delà ligne géodésique tangente à la trajectoire. Quant aux formules (I) et (H), 
elles demeurent vraies toujours, et indépendanimenl de cette restriction. 
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encore par réliminalion de y, 

(") <"=(;^)'-(s-'')"- 

Quant au rôle générai de ces formules, on voit que la pre- 
mière fournira l'expression de la vitesse, toutes les fois du 
moins que Tintégration qui y est indiquée pourra être effec- 
tuée; et c'est ce qui arrivera dans toutes les applications que 
nous nous proposons de développer. La formule (II) donnera 
ensuite pour le rayon de'courbure géodésique de la trajectoire, 
une valeur particulière ^ dont la comparaison avec l'expression 
générale du rayon de courbure géodésique d'une ligne quel- 
conque tracée sur la surface considérée, fournira enfin l'équa- 
tion différentielle, entre certaines coordonnées à la surface^ 
de la trajectoire cherchée. 

On pourra d'ailleurs, dans certains cas, se dispenser de Fin- 
tégration que suppose la formule (I) , et qui exige quelquefois, 
comme nous le verrons, une discussion minutieuse AessigneSy 
en déterminant la vitesse par des considérations particulières. 

Remarque I, Il est essentiel, au point de vue des applica- 
tionsquenous aurons à faire de ces formules, de remarquer que 

l'intégrale l — ^-=-î quîfigure, en exposant, dans la première, 

(et dans laquelle on regardera V angle e^ comme essentielle- 
ment positifs et tangV comme positivée ou négati%^e suivront que 
l'angleY sera aigu ou obtus) a bien reçu le signe qui convient 
à la valeur de la vitesse. On déduit en effet, de cette formule, 

dv =zç , ^ — 



tang V 



Or, V et Cg étant positifs, on voit que les différentielles d\^^ d.i*^^ 
seront positives ou négatives, suivant que l'angle V sera aigu, 

ou obtus. C'est ce qui doit être, en effet; ca^~r/.^'• est mesu- 

rée, en grandeur et en signe, par le travail élémentaire corres- 
pondant de la force; et ce travail, se réduisant à celui de la 
composante G si n y qui fait un angle V avec la direction du 
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monvement, est positif, ou négatif, suivant que Tanglc V est 
aigu , ou obtus. 

Remarque II, La formule (I), indépendamment du rôle 
important qu'elle doit jouer dans la suite de ces recherches, 
peut paraître curieuse en elle-même, si Ton remarque qu^elle 
fournit une expression analytique de la vitesse qui semble in- 
dépendante de la grandeur de la force qui produit le mou- 
ùement^ et parait ne dépendre que de la direction de cette force 
et de la forme de la trajectoire. Cette indépendance toutefois 
n'est qu'apparente : car, la direction des forces étant donnée, 
la forme même' de la irajectoire dépend évidemment de la loi 
qui régit les variations de grandeur de ces forces. 

su 

Du moui^ement d'un point sur un cylindre. 

115. Si nous supposons que ]&. projection de laforùe exté- 
rieure G sur le plan langent soit dirigée en chaque point sui- 
i^ant la génératrice du cylindre , V désignera dans les équa- 
tions précédentes Tinclinaison de la trajectoire sur la généra- 
trice ^ et Ton trouvera, pour la valeur absolue de Tangle de 
contingence géodésiquede\a. trajectoire cylindrique, ou pour 
l'angle de contingence absolue de cette trajectoire transformée 
par le développement du cylindre sur un plan, 

l'angle, aigu ou obtus, V, que la direction du mouvement fait 
avec la direction de la force, allant constamment en dimi- 
nuant. 

L'intégrale i - — ~: contenue dans l'équation (I) devient 

alors 

•cosV.r/V 



!'■ 



. „ = — L .sinV; 
sin V 



01 Ton en déduit 
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Si l'on désigne, en outre, par p' le rayon de courbure de la 
ligne plane suivant laquelle se transforme la trajectoire cylin- 
drique du mobile par le développement du cylindre sur un 
plan, on pourra remplacer r^ par p' dans la formule (II) qui 
deviendra 



p» 



(a) -y = Gsin7 . sin V. 

P 

Or les équations (i) et (2) sont précisément les équations qui 
définiraient le mouvement, dans le plan , d'un mobile soumis 
à Faction d'une force dont l'intensité, constante ou variable, 
serait mesurée en cbaque point par G siny, et qui serait pa- 
rallèle à une direction fixe , V désignant alors l'angle de Ja 
tangente à la trajectoire avec cette direction. On a donc ce 
tbéorème général : 

Un point matériel se nioui^ant sur un cylindre quelconque^ 
sous Vinfluence de la réaction normale de la surface et d'une 
force extérieure dont la projection sur le plan tangent est 
dirigée y en chaque point, suiuant la génératrice du cylindre : 
5^, à une époque quelconque du moui^ement, on suppose 
développés tout à coup sur un plan le cylindre et la trajec- 
toire du mobile, et si l'on conçoit en outre que les forces qui 
produisaient le- moui^ement primitif, estimées suivant les 
génératrices^ consentent , dans ce dév^eloppement ^ leur direc- 
tion et leur intensité ^ le mobile , sous Vinfluence de ces forces, 
continuera à décrire dans le plan^ avec les mêmes ^vitesses 
aux mêmes points, la transformée de la trajectoire quil eût 
décrite sur le cylindre. 

Quant à la pression exercée par le mobile sur la surface, 
on trouve d'abord, en remplaçant v par sa valeur actuelle (1) 
dans Téquation (III), 

C 
N = ~-r-rrt— Gcosy. 
Rsm'V 

D'ailleurs, si Ton désigne par p le rayon de courbure de la 
s.ection droite du cylindre au point considéré, on a {voir 
page 7, formule I) pour le rayon de courbure de l'hélice 
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tangente à ta trajectoire en ce point, et coupant par suite les 
génératrices du cylîndï'e sous l'angle V, 



* sin'V 



d*où 

I I 



Rsin'V p' 

on à donc, définitivement, 

C* 
(3) N = Gcosy. 

P 

116. II résulte du théorème précédent que tout ce que 
Ton sait sur le mouvement, dans le plan , d*iui point matériel 
soumis à l'action d'une force constante ou variable, mais de 
direction fixe, peut être transporté au mouvement sur un cy- 
lindre quelconque. 

Si Ton se place, en particulier, dans le cas ordinaire de la 
pesanteur y et si l'on suppose le cylindre "vertical^ on retrouve 
un résultat déjà obtenu par Euler, et qu41 énonce ainsi : Cufua 
crgo, quam corpus in superficie cylindri describit, st super^ 
ficies in planum explicetury abibit in parabolam, ipsam sci^ 
licet trajectoriam, quant corpus projectum in piano ^verticàli 
describeret (Mechan,^ t. II, 97, coroll. I, p. 486). On a en 
outre, dans ce cas, 



et, par suite, 






p 



* d'où l'on voit que la pression qui , dans le cas d'un cylindre 
quelconque, est proportionnelle en chaque point à la courbure 
de la section droite, demeure constanie quand le cylindre est 
de réi^olution; ce qui est conforme aux résultats obc^mus par 
Euler (page 487). 
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Reùiargue. La comparaison des deux formules 

C' p lança , . ^ - , 0/.V 

^g^ — :~r;7» ^g= . ,,T (voir pafi» i3o, formule 36), 

qui donnent le rayon de courbure géodésique de la parabole 
cylindrique et d'une ligne quelconque tracée sur le cylindre, 
conduit à la relation 

C 

sinV.tan{;a = = C'== constante, 

dans le cas où le cylindre est de rét^olution. On en déduit aisé- 
ment cette propriété, qui peut servir à la construction du plan 
osculateur : £n chaque point de la parabole cylindrique y la 
trace du plan osciddteur de la courbe sur le plan de la sec^ 
tion méridienne correspondante coupe l'axe du cylindre sous 
uri angle constant. Enfin on peut déduire de la môme formule 
Féquation de Tindicatrice sphérique dé la parabole cylin- 
drique, ainsi que le rayon de courbure sphérique de cette indi- 
catrice ; et l'on trouve ainsi, pour les rayons de première et 
de- seconde courbure de la parabole cylindrique, les valeurs 
suivantes : 



cosfl sin'V sin'a.sioVcosV '' sin*V.cosV 

117. Des formules et des conséquences semblables subsiste- 
raient encore si l'on supposait la projection de la force sur le 
plan tangent dirigée en cbaque point suivant la tangente à la 
section droite du cylindre, V désignant alors dans ces formules 
Tinclinaison de la trajectoire sur la section droite, ou le com- 
plément de son inclinaison sur la génératrice du cylindre. 

§111. 

Du moui^etnent d'un point sur un cône, 

118. Si l'on suppose, comme dans le § précédent, la 
projection de la force extérieure sur le plan tangent dirigée 
en chaque point suivant la génératrice du cône, V désignera, 
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dans les formules générales du § I , rinclinaisou de la trajec- 
toire sur les génératrices du cône-, et il suffira, pour obtenir 
les équation^ du mouvement, de déterminer l'expression de e^, 
ou de Pangle de contingence de la trajectoire développée sur un 
plan , en même temps que le cône sur lequel elle est tracée. 
Soient donc, mm' la trajectoire développée tournant sa con- 

caMé vers le sommet s, qui joue le rôle 
de centre des forces attractives*, sm= r, 
5m' = r -h Jr, deux rayons vecteurs in- 
finiment voisinis formant entre eux un 
angle d9 et coupant la courbe en w, m', 
sous les angles aigus V et V-|- V. Si l'on 
mène les tangentes mt^ m' /, la valeur absolue Cg de leur angle 
sera donnée par l'équation 

d'où 

eg = — d\ -^ d9. 

On a d'ailleurs, suivant une formule connue, 

tani'V=rT:r — : 

dr 

et comme on a suppposé, dans la figure, l'angle V aigu et la 
différentielle dr négative, on doit prendre le signe — dans 
cette formule, ce qui donne 

dr 
dB=z tangV. 

On a donc enfin, 

egz=z -^ dW langVî . 

pour valeur absolue de l'angle de contingence géodésique de la 
trajectoire conique primitive. 

L'intégrale I — ^, contenue dans l'équation (L), devient 

alors 

r d\ rdr . 

— / — — / — = — L.rsmV; 

J tangV J r 
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'g 



la qjiaiitité e^^^^^ est égale à — r-r^y et l'on a 

C C 



(0 



r.sinV p 



Si l'on désigne, en outre, par p' le rayon de courbure de la 
ligne plane suivant laquelle se transforme la trajectoire co- 
nique du mobile par le développement du cône sur un plan, 
on pourra remplacer Vg par p' dans la formule (II), qui devien- 
dra 



P» 



(2) -^ = Gsin7.sînV. 

Or les équations (i) et (2) ne diiïèrent en rien des équations 
qui définiraient le mouvement dans le plan d'un mobile soumis 
à l'action d'une force dont l'intensité, constante ou variable, 
serait mesurée en chaque point par G siny, et qui serait con- 
stamment dirigée vers un centre fixe; r désignant alors la dis- 
tance du mobile à ce centre; et Y, l'inclinaison sur la trajec- 
toire de la droite qui mesure cette distance. On a donc ce 
second tbéprème général : 

Un point matériel se mouvant^ sur un cône quelconque, 
sous l'influence de la réaction normale de la surface et d'une 
force extérieure dont la projection sur le plan tangent est 
dirigée en chaque point suivant la génératrice du cône; si, à 
un instant quelconque du mouy^ement, on suppose dé\^eloppcs 
sur un plan le cône et la trajectoire du mobile ^ et si Von con^ 
çoit en outre que les forces qui produisaient le mouvement 
primitif estimées suivant les génératrices, conservent dans ce 
développement et leur intensité et leur direction , en concou- 
rant par suite au sommet du cône développé : le mobile^ sous 
r influence de ces forces, continuera à décrire dans le plan, 
avec les mêmes ^vitesses aux mêmes points, la transformée de 
la trajectoire quit eût décrite sur le cône. 

Quant à la pression exercée par le mobile sur la surface, on 
trouve d'abord, en remplaçant v par sa valeur actuelle (i) 

i3 
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dans la formule (III) 

N = p . ,,, — ; — G C0S7, 

On a d'ailleurs, en remplaçant 1 par V dans la formule (36') 

de la page i35, 

R, . sin' V = sina,r tang A, 

pour le rayon de courbure Ri d'une ligne quelconque tracée 
sur un cône : a désignant dans cette formule l'inclinaison du 
plan osculaleur de cette ligne sur le plan tangent; A , le demi- 
angle au sommet du cône droit, osculateur du cône proposé 
suivant la génératrice considérée; et r et V ayant la même 
signification que dans les formules précédentes. Si donc on 
veut déterminer le rayon de courbure R de la ligne géodésique 
tangente à la trajectoire au point considéré, il suffit de poser 

a =- dans cette formule. Il en résulte 
2 

R sin' V = r lang A ; 
et la pression prend celte nouvelle forme 

(3) N = -- - — Gcosy. 

^ ' A^tangA ' 

Corollaire. Il résulte du théorème précédent que les di- 
verses propositions, relatives au mouvement plan d'un point 
soumis à l'action d'une force centrale, peuvent être transpor- 
tées au mouvement sur un cône quelconque. Ainsi , par exem- 
ple, la trajectoire du mobile sera, sous certaine condition 
relative aux circonstances initiales du mouvement, une hélice 
conique^ c'est-à-dire une trajectoire des génératrices rectili- 
gnes du cône, si la force agissant sur le mobile tendconstani^ 
ment vers le sommet du cône, et si elle est ins^ersement pro^ 
poitionnelle au cube de ta distance du mobile au sommet. 

119. Scolie, Les résultats précédents, relatifs au cylindre 
et au cône, peuvent être généralisés, et étendus au mouve- 
ment d'un point sur une surface développable quelconque." 

Considérons, en eflet, la trajectoire d'un mobile sur une 
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pareille surface; développons celle-cî sur un plan, et désignons 
par e' et / l'angle de contingence absolue et le rayon de cour- 
bure absolue de la transformée plane de la trajectoire primi- 
tive : on aura, d'après le théorème de M. Liouville [voir 
page 8), 

et l'on pourra écrire simultanément les formules suivantes, 
identiquement équivalentes, deux à deux : 

(I) P=rCe?-' '^"S^, OU (i) ç=:CeJ^''S^; 

(II) — = Gsin7 .sin V, ou (2) -^ = G. sing 7 , sin V. 



Or, les formules générales (I) et (II) sont applicables au 
mouvement dans le plan, pourvu qu'on y remplace les élé- 
ment s relatifs à la courbure géodésique de la trajectoire paX' 
les éléments analogues relatifs à la courbure absolue. Les for- 
mules (i) et (2) définissent donc le mouvement, suivant la 
transformée plane de la trajectoire primitive, d'un mobile 
sollicité par une force, dont la grandeur est Gsiny, et dont la 
direction fait un angle V avec la direction du mouvement. On 
a donc cet énoncé général : Dans toute surface déi^eloppable, 
la trajectoire d'un point matériel qui se meut sur la surface^ 
et la vitesse du mobile en chaque point delà trajectoire^ se 
conservent, dans le déi^eloppement delà surface sur un plan^ 
poun^u que la composante, suii*ant le plan tangent , de la 
force extérieure primitii^e consente ^ dans le dév^eloppement^ 
sa grandeur absolue et son inclinaison par rap/Jbrt à la tra- 
jectoire, 

IV. 

Du moui^ement sur la sphère. 

120. Hypothèses et notation. Nous considérerons exclusi- 
vement^ dans ce qui suit, le cas du mouvement sphérîque d'un 
mobile soumis à la réaction normale de la surface et sollicité 
par une force extérieure G, constamment située dans le 

i3. 
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plan déterminé' par le mobile et par un diamètre fixe A À' 
de la sphère. Ce diamètre représentera, en particulier, la 
commune direction des forces extérieures, quand elles seront 
supposées parallèles *, et son extrémité inférieure A pourra , 
dans tous les cas, recevoir le nom de centre des forces conçoit- 
rantes. Il résulte de cette hypothèse que la composante sui^^ant 
le plan tangent^ Gsiny, de la force extérieure qui agit sur le 
mobile en m, est dirigée sm'i^aht la tangente à l'arc de grand 
cercle m A qui réunit le point m au point A 5 et que l'angle 
désigné précédemment par V n'est autre chose que Tinclinaison 
de Tare A m sur la trajectoire mm\ 

Nous prendrons donc le point A pour origine des coordon- 
nées polaires p = arc A m et ^\ et nous désignerons par^ l'arc 
de grand cercle, abaissé de Forîgine perpendiculairement à 
Tare de grand cercle tangent à Ja trajectoire en /n,* Tare p 
étant défini par l'équation smp =:sinp sinV. 

* 

121. Cela posé, remarquons d'abord que la trajectoire du 
mobile est nécessairement située, par rapport au grand cercle 
tangent en l'un quelconque de ses points, du mèc[ie côté que 
l'origine A des rayons vecteurs : car la composante utile de la 
force extérieure étant, par hypothèse, dirigée suivant la tan- 
gente au rayon vecteur sphcrique qui aboutit au pôle A, son 
action a pour effet d'écarter le mobile du grand cercle qu'il dé- 
crirait avec sa vitesse actuelle, si cette force était supprimée, 
et de le rapprocher du pôle A. Nous devons donc, d'après la 
Keraarque II de la page 43, écrire 

' ds sinp.e/p 

r =: — =: -+- ' 

^ Cg d , sïup 

pour le rayon de courbure géodésique de la trajectoire j d'où 



e 



ds d.sinp 
^ dp sin p 



D'ailleurs, on a toujours, en grandeur et en signe, 



ds 1 

c/p "" cosV ' 
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il en résulte 



d .sinp Cg d . ûnp d . siii p 

cosV sin^ tangV ^ sinVsinp"" svap 



eg-- — -^•— ^ , 



JtangV 



L sin/? ; 



et la substitution de cette dernière valeur dans la formule (I) 
de la page .186. nous donne d'abord, 

(!') ,3^ G . . C 



siii/7 sin p sin V 

Donc : La vitesse^ en chaque point de la trajectoire y. est in- 
i^crsement proportion nellejau sinus de la distance sphérique 
dû centré des forces concourantes^ à Varc de grand cercle 
tàngenf à la. trajectoire au point considéré. 
La formule (II) 



v^ 



^ Gsiny.siirV 
donne ensuite, en remplaçant i^ par sa valeur (F), 



(II') r,= 



sin p. dp C^ ^ 

^"~" d.i^np GsinY.sin^yo.sinV' 



et la formule (III), dans laquelle le rayon de courbure R de la 
ligne géodésique tangente à la trajectoire sera remplacé par le 
rayon de la sphère qui a été pris déjà pour unité, nous donnera 
enfin 



p' 



(iir) N = — GC0S7, 



t 



ppur la pression exercée par le mobile sur la surface. 

Telles sont les équations générales définissant les diverses 
circonstances du mouvement spbérique d'un point soumis à 
l'action de forces que l'on peut appeler concourantes ^ la se- 
conde foui*nira l'équation différentielle, entre certaines coor- 
données spbérîques, de Fa trajectoire cBerchée, quand, après 
avoir particularisé la loi des forces, on y remplacera G sin y par 
la valeur qui répond à la lai supposée 5 et sous leur forme gé- 
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nérale actuelle, les équaiîons (F) et (H') sont analogues aux 
formules connues 

(I') P=:^, (2') p' = 



p V / r G./?'sinV 

qui déOnîssent, à chaque instant, la vitesse et le rayon de cour- 
bure p' de la trajectoire d'un point matériel se mouvant, dans 
un plan, sous l'action d'une force centrale. Nous verrons 
d'ailleurs que cette analogie, ainsi constatée d*une manière 
générale, ne disparaît pas dans les applications et devient, au 
contraire, plus frappante, quand on particularise, d'une ma- 
nière semblable, la loi des forces qui produisent le mouvement 
sur la spbère et sur le plan. 

Scolie. Les formules précédentes sont les seules que nous 
nous proposions d'employer. Nous établirons néanmoins deux 
autres formules, analogues à celles de M. Binet, et fournissant, 
en fonction des coordonnées sphériques p et ip de la trajectoire, 
les expressions générales de la vitesse du mobile et de la force 
centrale qui accélère le mouvement. 

Oq a d'abord 

r/û*-»-sin»p.r/4'' 
v^zn^ —L L, Cl Sln•p.^^|; = Ccfr, 

C désignant une constante; cette dernière relation provenant 
de ce que la projection du mobile, sur un plan perpendiculaire 
au diamètre central, décrit des aires proportionnelles aux 
temps. 

On a donc, par l'élimination du temps, 




ou 



(IV) 




Cette formule n'est d'ailleurs que la traduction, sous forme 



DU MOUVEMENT SUR LA SPHERE. 1 99 

diflérenlielle, de Téqualion (I') 

C C 



(I') 



sinp siri p. sin V 



Si l'on désigne ensuite par R la composante de la force exté- 
rieure suivant le plan tangent à la sphère, composante dirigée 
suivant la tangente au grand cercle qui joint le mobile au point 
central A ; on aura, d'après le principe des farces vives, et en 
regardant la composante R comme positive quand elle tend à 
rapprocher le mobile du point central, 

r/.c»» = ±2RcosV.É?S = —aR.r/p, 
ou 

r/.p' dp 

De là, en difTérentiant l'équation (IV), en substituant et 
supprimant le facteur commun — ^ 3| ' 

Lsin^p sin'p r/i];' J 

que Ton peut écrire 



(V) 



sin' p Ltang p d^^ J 



Les formules qui correspondent au problème analogue dans 
le plan sont, comme on sait. 




K-4'/tl. 
~ r^lr^ d^\ J 



(4) ,^=:0\ ^\ , (5) R = ~ - 



jippUcalious. 

122. Première application : au pendule sphérique. 
Si l'on suppose la force exién'eure constante j en grandeur 
et en directiony on retombe sur le problème du pendule sphé- 
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rlque; et les formules précédentes, dans lesquelles on doit 
remplacer G par g: et y par tt — p, deviennent, par ces substi- 
tutions, 

(X) .: '' 



iV 



sinp sinp.sinV 

sin p . </p C* 

^ d.sinp g.siu^p 



p» 



(Z) • N = ^ + g.cosp; 

on en déduit aisément les équations ox*dinaires, représentant la 
trajectoire décrite par l'extrémité du pendule et les circons- 
tances principales de son mouvement. 

En effet, Tintégration de Téquation (Y) ou, plus simplement 
encore, la comparaison de la formule (X) à la formule ordi- 
naire 

p2 = f»,5 -H 2^(3 — Zo)-=iig (ces p H- ^ — ces po), 

donne d'abord 

C 

(i) sin*/7(cospM- A — cospo) = — > 

ou 

(i') sin*p{cosp 4- A — cospo)-sin'V = — • 

On a d^aïUeurs 

rr • ^P sinp . „ sinp 

iaDgV= smp : --ir.= — ^1 sm V = -7==£=; 

et si,* portant cette valeur dans (i'), on résout par rapport à 
p', il vient 



\/sin*p(cosp -h A — cospo) — — - 
, dp , \ ^^ ^ . ' ig 



V ^g 
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de là , en posant cos p = ^, sin* p = i — s', ;7f ^^ / ^ 



(X.) d^ = 




(i-*')0i-^')(^ + A-*o)-g 



L'équation (X), appliquée aux données initiales du mouvement, 
fournit d'ailleurs immédiatement l'expression de la constante, 
à savoir 

C = pj sin' po sin' Vo = 2 g'/* sin» po sin» V«, 
d'où 

( ?, ) — = A sin'p, . sin' y.= h{i^zl) sin» V.. 

Enfin, Ton tire successivement de l'équation (X) 

ds_ C 
«/^ sinp.sinV 

rff=-smp.c/fsinV = -smp.smûfl?>L = --î--- — s- =:^ j;-^ — 2., 

dont la comparaison à la relation (Xi) conduit sucette autre 
formule 

(xo di= ^' 



^. ^{i — z'){z^h — z,) — -^ 

Quant à la pression, la fofmule (Z) devient, dans notre nou- 
velle nolation, 

(X3) N=~4-^z; 

et les formules (X^), (Xj), (X,) sont identiques à celles que 
l'on obtient par l'emploi de la méthode analytique ordinaire. 

123. Les formules (X) et (Y) mettent en outre en évidence 
des analogies remarquables, et non encore observées, entre le 
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mouvement de rextrémilé du pendule sphérique et le mouve- 
ment plan d^un ppint matériel attiré par un centre fixe pro* 
portionnellement à la distance. 

On sait, en e(ret,etc'estun des premiers théorèmes découverts 
par Newton sur les forces centrales, que La vitesse en un point 
quelconque de la trajectoire elliptique plane est inversement 
proportionnelle à la distance du centre attirant à la tangente 
en ce point ^ le rayon de courbure de V ellipse en ce point étant 
en raison im^erse du cube de la même dis lance : et il résulte 
de nos formules que dans le mouv^ement sphérique considéré^ 
la vitesse en chaque point est encore im^ersement proportion- 
nelle au sinus de la distance sphérique du point central A de 
la sphère à Varc de grand cercle langent à la trajectoire en 
ce point, le rayon de courbure géodésique de la trajectoire^ 
étant j de même, en raison inuerse du cube du même sinus. 

On aperçoit aisément d'ailleurs la cause première, l'origine 
de ces analogies ; car, dans le mouvement sphérique, la com- 
posante de la gravité suivant le plan tangent à la sphère est, en 
chaque point, dirigée suivant la tangente à Tare de grand cer- 
cle mA qui joint ce point au point central A, et la grandeur 
de cette composante est proportionnelle au sinus du même arc. 

Les analogies des deux mouvements, assez intimes comme 
on le voit, s'arrêtent cependant aux trajectoires elles-mêmes; 
et la courbe décrite par Textrémité du pendule n'est pas une 
ellipse sphérique [voirp, 2o5 la cinquième application). 

124. Les formules (X) et (Y) permettent encore de déter- 
miner d'une manière très-simple quelles doivent être les cir- 
constances initiales du mouvement pour que la trajectoire dé- 
crite par Vextrémilé du pendule soit un petit cercle de la 
sphère; sans iijouter, comme on le fait ordinairement, cette 
restriction inutile que le petit cercle soit horizontal. 

Pour que la trajectoire, en effet, soit un petit cercle, il faut 
et il suffit que son rayon de courbure géodésique soit constant; 
ou, diaprés la formule (Y), que l'arc p demeure constant. Mais 
on voit immédiatement dès lors, que les arcs p elp coïncident, 



r^ 
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et que le petit cercle considéré est nécessairement horizontal : 
en même temps les formules (X) et (Y), dans lesquelles on 
remplace r^ par tangp et p par p, deviennent 



p» 



^^..^ 



O ^ sîn* p 

sm'p cosp 



ou 



sin'p 

COSp 

Il en résulte que la vitesse est constante^ et, en particulier, que 
la grandeur de la vitesse initiale est définie par la relation 

cette vitesse étant d'ailleurs dirigée suivant la tangente au 
petit cercle, et étant dès lors perpendiculaire au plan vertical 
du point de départ, 

125. Seconde application. La formule (Y), dans laquelle 
on remplacera le nombre constant g par le nombre indéter- 
miné G, peut servir, en particulier, à déterminer la loi géné- 
rale des forces parallèles capables de produire un mouvement 
circulaire. 

Si l'on regarde, en effet, r^ comme constant dans cette for- 
mule, on en déduit 

C 
sin^p 

pour expression de la force en clia'que point de la trajectoire 
circulaire, C désignant une constante : et Ton voit que si la 
force G est constante, il en est'de même de/>?, et le cercle décrit 
par le mobile est horizontal 5 tandis que si la force est variable, 
il en sera de même de p^ et la trajectoire du mobile sera un 
petit cercle quelconque de la sphère. 

Si, au lieu de considérer la valeur absolue de la force, on a 
seulement égard à sa composante utile Gsinp, on déduit^ de la 
formule précédente, 

' sm^p.sni^V 
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pour expression de cette composante : et cette formule est ana- 
logue à la formule connue 



G'=: 



Hsin^V 



qui définit la loi des forces centrales capables de produire, dans 
]e plan, le mouvement circulaire d'un mobile. 

126. Troisième application. Proposons-nous de déterminer 
la loi des forces parallèles G, capables de faire parcourir 
au mobile une ellipse sphérique ayant le pôle A pour l'un 
de ses foyers. 

Nous avons trouvé, pour le rayon de courbure géodésique 
de l'ellipse sphérique rapportée à l'un de ses foyers A. [voir 
p. 4s, formule II), 

2sinfa-4-7) sin(a — 7) i A 

^ sin2a sin^y sin'V 

/r désignant une constante; et la comparaison de cette valeur à 
la suivante 

* Gsin-*/? Gsin'p . sin'^V 

déduite de la formule (Y) en y remplaçant g par l'indéterminée 
G, donne, pour expression de la force cherchée, 

• A sm'p 
OU 

C'sinaa • i C 



(^3)/ = : — . - ^ ,. 

2sin ^a-f-7) sin (a — 7) sin^p sin^ 
et 

C 

(x\) G sinp = -:—--; 

^ ' ' sm'p 

C désignant une nouvelle constante. 

127. Quatrième application. Demandons-nous encore, 
quelle est la loi des forces parallèles, capables défaire par^ 
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courir au mobile une loxodromie sphérique ayant pour pôle 
le point A ? 

Nous pourrons encore, pour résoudre le problème le plus 
simplement possible, employer la formule (i3) de la page 47? 

tangp sîap 

® smV sinV.cosp 

qui donne le rayon de courbure géodésîque de la loxodromie 
sphérique \ et sa comparaison avec la formule (Y) nous don- 
nera 

C? sinp 

G sin^ p . sin^ V sin V . cosp 
Delà, en remarquant que V est ici une constante, 

It\ fi— ^' cosp cosp 

sin'V sin*p sin*p 

et 

/ \ n ' C'.cosp 

(X4) Gsmp = — r-T— ^• 

' sm^p 

128. Cinquième application. Déterminer la loi des forces 
parallèles capables de faire parcourir au mobile une ellipse 
sphérique ayant pour centre le point A. 

La comparaison de la formule (Y), 



^ G.sinV?' 
à la formule (10) de la page 44? 



,,, cos=»p 
° sm'/? 



qui exprime le rayon de courbure géodésique d'une ellipse 
sphérique rapportée à son centre, donne immédiatement, pour 
la force G capable du mouvement dont il s'agit, 

C I 
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et 

^ . a sinp 

V *^ ^ à* b* cos*p 

On a d'ailleurs, pour la pression exercée par le mobile sur la 

surface, 

N = |-Gcosp = ^r— 4- -77; r» 

ou 

_ / I i-Htanî»'p\ 

\sin'/; a' o' / 

el si Ton remplace dans le second membre -: — par sa valeur 

'^ sinY? * 

tirée de réqualion (C), page 44 ? î^ vient 

OU 

iz] N = C». i Vti • = -^-^ ^-TZ = constante. 

^ ' a^b^ sin'a.sin^p 

Il résulte, de la proposition 8 du livre des Principes^ que 
Vellipse plane peut être décrite par un mobile soumis à une 
force atlracti\^e, perpendiculaire à l'axe de Vellipse^ et ins^er- 
sèment proportionnelle au cube de la distance à l'axe. Et il 
résulte de même des formules précédentes que Vellipse sphé^ 
rique peut être décrite par un mobile sollicité par une force 
répulsiv^e^ peipendiculaire au plan du grand cercle qui a pour 
pôle le centre de Vellipse^ et inversement proportionnelle au 
cube de sa distance à ce plan^ la réaction exercée par la 
sphère sur le mobile étant d^ ailleurs constante. 

Remarque I, L'ellipse plane, considérée comme section du 
cône, peut être placée sur le cylindre^ et il en est de même de 
l'ellipse spliérique : car celle courbe élant, par définition, 
rintcrsection d'un cône de second degré et d'une sphère co/i- 
cetit tiques, 






'-- •, 
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elle appartient à l'un quelconque des trois cylindres du second 
degré, dont on obtient les équations en éliminant alternative- 
ment z^y ou X entre les deux équations précédentes. Par la 
première élimination on trouve 

et l'ellipse que représente cette équation dans le plan des xy 
peut être considérée comme la trajectoire d'un mobile soumis 
aux projections des forces N et G sur ce plan. Mais la projec- 
tion delà dernière est nulle 5 la projection de la première passe 
constamment par le centre de-l' ellipse : elle est donc propor- 
tionnelle au rayon vecteur delà projection; et Ton parvient 
ainsi I, . d'une manière intuitive, à la conclusion que la réaction 
primitive N est constante. 
On peut calculer aisément la durée commune T = T' de la 
, révolution dii mobile projeté sur l'ellipse plane, ou du mobile 
primitif sur T^llipse sphérique. Car si l'on désigne par p\ v' 
et W le rayon vecteui: du mobile projeté, sa vitesse et la force 
qui le sollicite, on aura, en employant des formules connues, 

et de là, en remplaçant T', «', è' par T, sina, sin|3, et dé- 
duisant la valeur de C, en fonction de C, de la comparaison 
des formules 

^ ' sin'asin'P ^ «jm'asm'P ^ 

il vient 

, ^ „ Tisinasinâ 2 7rsina.sinB lit 
(t) T = î-= i- = — =• 

La durée de la rév^olution sera donc la même pour toutes les 
trajectoires elliptiques dans lesquelles la pression exercée 
par le mobile sur la surface aura la même ^valeur. 

Remarque II, La projection de l'ellipse sphérique sur le 
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plan des xz est encore une ellipse plane -si a ^ ft, et cette pro- 
jection peut être considérée comme la trajectoire d^un mobile 
qui serait soumis premièrement^ à une force attractive N', 
émanant du centre de Fellipse et proportionnelle à la distance; 
secondement, à une force répulsive G'=G, dirigée perpen- 
diculairement à Taxe horizontal de l'ellipse et inversement 
proportionnelle au cube de la distance à cet axe. D'ailleurs 
l'ellipse entière n est que la trajectoire théorique du mobile, 
la trajectoire réellement parcourue se réduisant à un arc déter^ 
miné de cette ellipse, intérieur à la sphère, et limité par une 
corde parallèle à Taxe horizontal. Le mobile oscille donc in- 
définiment dans cet arc, sa vitesse devenant nulle à chacune de 
ses extrémités, et la durée d'une double oscillation étant définie 
part la formule [t), Enfid les oscillations dans deux arcs déter- 
minés, appartenant à deux ellipses distinctes, seront isochrones 
toutes les fois que les forces centrales, qui concourent aux mou- 
vements oscillatoires produits le long de ces arcs, auront la» 
même valeur à une même distance du centra Ces résultats 
ont quelque analogie avec le fait, observé par Lagrange et Le- 
gendre, et expliqué d'une manière générale par M,. O. Bonnet, 
de la conservation de la trajectoire dans la superposition de 
diverses forces capables, isolément ^ d'une même trajectoire 
[Journal de Mathématiques, i844) tome IX, page 1x3). 

129. Scolie, Les formules précédentes, qui donnent la loi 
des forces capables de faire parcourir au mobile un petit 
cercle, une loxodromie ou une ellipse sphérique, présentent 
une intime analogie avec les formules correspondantes, rela- . 
tives au mouvement plan d'un point matériel soumis à l'ac- 
tion d'une force centrale. Il convient néanmoins, pour la faire 
ressortir d'une manière plus complète, de n'avoir égard, dans 
les formules relatives au mouvement sphérique, qu'à la com- 
posante utile G sinp de la force extérieure, et non à la valeur 
absolue G de cette force. 
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S V. 

Du moui^ement d'un point sur une surface de réi^olution. 

130. On a, pour Fangle de contingence géodésique eg d'une 
ligne quelconque tracée sur une surface de révolution (voîr 
page 122, formule 33 bis), 

(A) .,=_Uh.!1e;.^), 

• \ cosV rj 

V désignant l'inclinaison de cette ligne, au point considéré, 
sur la section méridienne passant par ce point, et rie rayon 
du parallèle correspondant. 

Si donc on suppose que la ligne considérée soit la trajectoire 
d'un mobile soumis à la réaction normale de la surface et à 
une force extérieure constamment dirigée dans le plan de la 
section méridienne^ la projection de cette force sur le plan 
tangent sera toujours dirigée suivant la tangente à la section 
méridienne*, la lettre V aura la même signification dans Inéqua- 
tion précédente et dans les formules générales (I), (II) et (TU) 
de la page i86 : et l'on aura, en remplaçant dans la première 
de ces formules eg par sa valeur, 

J UngV JtangV J r 



c 



> 



et, par suite, 

(I") ^ = - • V 

^ ' r, smV 

C désignant une constante. La formule (II) deviendra alors 

(n") rg^ Gsinv.sinV "" Gsin7.'r»sin*v'' 

et Ton aura toujours, pour la pression, 

(lU") N±=^— GC0S7. 

'4 
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1 31 . Sans nous arrêter à la discussion du signe — qui figure 
au second membre de la formule (A), proposons-nous de dé- 
terminer directement l'expression de la vitesse. 

Nous remarquerons, à cet effet, qne, par suite de Thypothèse 
sur la direction de la force extérieure, le mobile peut être 
considéré comme se mouvant librement dans l'espace, sous 
l'aclion d'une force unique rencontrant constamment Taxe oz 
de la surface : il en résulte que la projection du mobile sur un 
plan perpendiculaire à l'axe décrit des aires proportionnelles 
aux temps -, et Ton a 

-C désignant une constante. On a, d'ailleurs, 

ds =:i p . dt; 
et Ton déduit, de la combinaison de ces deux relations, 

C _ C _ C 

"^ r/w rdcù /'sinV 

ds ' ds 

•On voit que cette formule renferme celle que nous avons déjà 
donnée sur le mouvement sphérique d'un point matériel ; et 
qu'elle est comprise elle-même, dans l'observation de Newton, 
qui a été rappelée au commencement de ce chapitre. 

1«I2. Applications. Proposons-nous de déterminer quelles 
doiuent être- les circonstances initiales du mouvement, pour 
que le mobile parcoure^ dans le cas ordinaire de la pesan- 
teur^ un parallèle de la surface. 

On aura, dans ce cas [voir fig. 53), 

V = -5 r = constante = T-o, rg-=. » et 7 = 7r— -f: 

2 ^ COS/ 

I désignant l'angle aigu que fait avec l'axe la normale à la sur- 
face. On trouve, par la substitution de ces valeurs dans les 
équations (I) et (II), 

C r O C r : 

j' = <'o = •* = constante, = — : , ou - =r s^gr. tang/ : 

/' ces/ gh\ni . 7^ r ^° 
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et la comparaison de ces formules donne 

(A) v=^ g . r .tsm^i 

pour la grandeur de la vitesse initiale, qui devra d'ailleurs être 
dirigée perpendiculairement au plan vertical passant par le 
point de départ. 

Le mouvement du mobile sera donc uniforme, et la durée 
de sa révolution sur le parallèle sera donnée par la formule 



T == 27r . - » ou 



, / r ,/S.N 

V g ' *ang« V g 



S.N désignant la sous-normale de la section méridienne, au 
point de rencontre de cette section et du parallèle décrit par le 
mobile : Cette durée est donc égale à celle de t oscillation 
totale d\un pendule simple^ d'aune longueur égale à la sous- 
normale [Evlev^ Mechanica 9 t. U, p. 49^)* 

Si la surface est un paraboloïde de révolution, les temps 
périodiques seront égaux pour tous les parallèles; et la lon- 
gueur du pendule simple effectuant une oscillation totale, dans 
le même temps, sera égale au demi-paramètre de la parabole 
méridienne (Huygens, Horologium oscillatorium^ p. 160, 
VI \ Euler, Mechanica, t. II, p. 493). 

On trouve d'ailleurs pour la pression normale, en rempla- 

çant dans la formule (III') R par -^-^ et y par tt — z, 



<;' 



N = — sin I -f- fi' cos/ : 

r 



et de là, en ayant égard à l'expression actuelle (A) de la vi- 
tesse, et en simplifiant, 

(B) . N=r ^ 



cos< 



133. Proposons-nous encore de déterminer quelle doit être 
la section méridienne d* une surface de rés^olution, pour qu un 
mobile parcoure sur cette surface une loxodromie^ sous Pac- 
tion d'une gravité constante. 

■ .4. 



^12 
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Il suffit, pour résoudre ce problème, de comparer la for- 
mule (IF)» qui donne Texpression générale du rayon de cour- 
Fig. 53. bure géodésique de la trajectoire^ à cette 

formule ('VOir p. ia5, formule 35) 




* sin V . ces/ sin V . COS7 

m 

qui représente le rayon de courbure géa- 

tlésique d'une loxodromîe coupant, sous 
l^angle constant V, les divers méridiens de la surface. 
•On déduit de cette comparaison Tcgalité 



^u 



sin V . COS7 ê'siï* 7 • '^ sin^ V 

^' gsin^V ' 

O désignant une nouvelle constante. De là, en posant [voir lu 
figure) rr=Xy tang y = tang 1 = -~, 



dar 



On en déduit 



dx djr 



x^X = constante 



pour équation de la section méridienne de la surface cherchée j 
et cette section, comme on voit, est une courbe hyperbolique 
du troisième degré, appartenant à la 69® espèce de Ténumération 
newtonienne. 

§ VI. 

Du mouvement d'un point sur une classe particulière de 
surfaces gauches^ dans le cas où, la courbe décrite par le 
mobile est une trajectoire des génératrices rectilignes de la 
surface. 

134. On a, pour le rayon de courbure géodésique d'une 
trajectoire sous l'angle V des génératrices rectilignes d'une 



J 
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surface gauche quelconque [voir page i48, formule 4^ )? 



(') 



fis 






I -h X 2 R2 I 



«.^ 



'g 



P R sin V 



(roû l'on déduit, successivement, 



'S 



tangV 



r-:-- • sm V . as, 

-— —- • ces V . <M , 



(^) 



_>;^R.£/R_j^ f/(i4-X-^R') 
tang V "" 7+Tr"' ~" 2 ' 1 4- X' R' 



g 



si l'on regai'de la surface gauche comme engendrée par les 

bi-normales d'une ligne à double 
courbure dont la seconde courbure 
demeure constante : auquel cas on a 

dK = 4y.cosV, 
ainsi que 

(A) 




CJ =o, 
et X = constante 



{voir la notation de la page i44) • 

Cela posé, si Ton regarde la trajectoice actuelle comme 
décrite par un mobile soumis à la réaction normale de la sur- 
face et à une force extérieure G, dirigée en chaque point sui- 
vant la génératrice rectiligne OA de la surface; en transportant 

la valeur (a) de — ^— dans la formule (I) de la page i86, et la 

valeur résultante de p', ainsi que la valeur (i) de R, ,^= r^, 
dans la formule (II) de la même page, on aura ces deux équa- 
tions : 

C 



COS(p 

G=c^x^R. 



iV) 

Elles conduisent à cet énoncé très-simple : Les forces^ dirigées 
suii^ant les génératrices de la surface^ et capables de faire 
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parcourir au mobile une trajectoire de ces génératrices^ sont 
proportionnelles aux segments interceptés sur les généra- 
trices entre la trajectoire et la ligne de striction de la surface^ 
et la "vitesse du mobile en chaque point ^ estimée suwant la 
tangente au point correspondant de la ligne de striction, 
demeure constante ^ cette dernière propriété résultant de la 
formule (V) que l'on peut écrire, Tangle V étant constant, 

t' sin V . cos <p = C sin V = constante. 

Il résulte encore de là une autre propriété curieuse, relative 
aux' mouvements simultanés de fifeuj: mobiles lancés en même 
temps, de deux points situés sur une même génératrice^ et sui- 
vant une même inclinaison V par rapport à cette génératrice. 
On aura^ en effet, à une époque quelconque du mouvement 
simultané des deux mobiles, 

(>sinVcos(j» ==CsinV, G =OA^R', 
p' sin V cos (p' = a sin V, G' = C' k' K\ 

Si donc on pose 

C G R 

(B) ^=1, ou ^ = ^,, 

on aura, successivement, 

p sin V cos y = <*' sin V cos y', 

ds . __ fiy , -, , 

--sinVcos(p = ^-sinVcos(p , 
dt ^ dt ^ 

dv = û^c', 

fiTcr et de/ désignant les projections sur la ligne de striction des 
arcs décrits dans le même temps dt par les deux mobiles : or, il 
résulte de cette égalité, et en ayant égard à la restriction ex- 
primée parla relation (B), que les deux mobiles se troui^ent 
toujours, à une époque quelconque du mouvement, sur la 
même génératrice de la s ut face. 

Ces résultat» sont immédiatement applicables à Vhéliçoïde 
gauche à plan directeur, qui est du nombre des surfaces repré- 
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sentées par les équations (A). On eu déduit, en particularisant 
Tangle V, la description, par le mouvement d*un point, des 
lignes de courbure de cette surface, qui coïncident, comme 
on sait, avec les trajectoires sous Tangle de 45 degrés des gé- 
nératrices rectilignes de la surface. 

§ VIL 
De la brochistochrone sur une surface de résolution , 

135. L'étude du mouvement libre d'un point dans le plan 
a pour complément ordinaire l'étude du mouvement d'un point 
assujetti à demeurer sur une courbe plane donnée. Il convien- 
drait donc de compléter de la même manière l'étude du mou- 
vement d'un point sur une surface. L'un des problèmes les 
plus intéressants, auxquels donne Heu cette étude complémen- 
taire, est celui qui a pour objet de déterminer quelle est, parmi 
toutes les lignes qui, sur une sur/ace donnée, réunissent deux 
points donnés, celle qui serait parcourue dans un temps mi- 
nimum par un mobile soumis à des forces extérieures données. 

Ce problème, déjà résolu par M. Roger à l'aide du calcul des 
variations, est susceptible d'une solution élémentaire pour 
certaines surfaces particulières, et notamment pour les sur- 
faces de révolution. En effet, de ce 'que deux portions dune 
pareille surface, adjacentes à un même parallèle, sont super- 
posableSy il résulte que la solution, donnée par Maclaurin, du 
problème analogue dans le plan, leur est exactement appli- 
cable. C'est ce que nous allons faire voir en terminant. 

i). Soit AMM'B la brachistochrone cherchée, issue du 
point donné A, et coupant en B le méridien donné OBO'. 
Traçons sur la surface les parallèles A&, Ba terminés aux 
méridiens des points A et B. Il est facile de voir que la ligne 
cherchée coupe orthogonalement le méridien OBO', et qu'elle 
est tout entière comprise dans le trapèze curviligne AbBa, 
Nous la chercherons donc parmi les lignes qui satisfont à ces 
conditions et qui joignent le point A au point indéterminé B^ 
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et d'ailleurs, toutes ces lignes, projetées suivant des méridiens 
sur le parallèle a B, auront même projection , à savoir Tare ^ B. 

Quant à Ta loi des forces extérieures qui produisent le 
mouvement, nous supposerons seulement : i^ que la force 
extérieure, en chaque point de la surface, soit située dans le 
plan de Ja section méridienne, de telle sorte que la compo- 
sante active de cette force, qui produit le travail et les varia- 
tions de vitesse du mobile, soit constamment dirigée suivant 
hi tangente à la section méridienne ; 2^ que la composante 
active de la force extérieure ait la même valeur pour tous les 
points de la surface situés sur un même parallèle : ces condi- 
tions se trouveraient réalisées, en particulier, dans le cas 
ordinaire de la pesanteur. Taxe de la surface étant supposé 
vertical; ou encore, dans le cas, plus général, d^une gravité 
toujours parallèle à Taxe de la surface, mais variable d'*un 
parallèle à l'autre, et constante pour un même parallqle. 

Il résulte, de ces conditions, que la vitesse d'^un mobile qui 
parcourrait successivement les diverses trajectoires AMB, 
AM,B, serait la même pour les points de ces trajectoires si- 
tués sur un même parallèle j et, en particulier, que ta vitesse 
acquise en B, par la chute sur Vune d'elles^ serait la même 
pour toutes : soit v^ celte dernière vitesse. 

2). Cela posé, le temps par AMB parcouru avec la vitesse 
variable v^ ou S (AMB, ^'), devant être un mii^imum, ce même 
temps, diminué de celui employé à parcourir le parallèle an B 
avec la vitesse v^^ sera encore un minimum, 

@.(AMB, v) — 6.(a/2B, p,) = miniipuna. 

D'ailleurs^ si, par une suite de méridiens successifs, on décom- 
pose, en un même nombre d'éléments successifs MM' et nn'^ 
la trajectoire AMB et le parallèle anB-^ la différence précé- 
dente sera rendue minimum, si Ton rend minimum chacune 
des différences élémentaires, 

7- fiJkiLxi \ 7- f t \ MM' nn^ MM' wW 

6.^ MM, sTi — to.i/i/ï, r,)c=: 7 = : 

\> f, V r 

«'• . - . 
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mM' étant la porlîon du parallèle du point M' correspondant 

à la portion nn' du parallèle anh\ et /, 
r, désignant les rayons des parallèles des 
points M' et B, de sorte que Ton a 

nn' =r /w M' . — • 

r 

Enfin, i^i-— désignant une nouvelle vi- 

tesse, la différence précédente revient à 
celle-ci, 

6. (MM', p)— S.(/wM', «',.-], 
qui sera minimum, d'après le lemme de la page 119, si Ton a 




ou 

(X) 



sm V = = - • - : 

r r »», 
V, . — 



rsmV r, 

= - = constante 



équation qui définit la courbe cherchée AMB, et dans laquelle 
V désigne Tinclinaison de la courbe sur le méridien. 

3). Réciproquement, si l'on compare maintenant /e te/7i^j 
par AMM'B avec le temps par toute autre courbe AMiM',B, 
on verra que le premier est moindre que le second. Car, pre- 
nant pour éléments correspondants des deux courbes les arcs 
MM', M, M', 'compris entre les mêmes parallèles; remar- 
quant qu'ils sont parcourus l'un et l'autre avec la même vi- 
tesse f^j, et que les triangles rectangles M m M', Mi/ri, M', sont 
partiellement superposables ; on aura d'abord, suivant le 
lemme, et d'après la condition [x] à laquelle satisfait l'élé- 
ment MM', 



S. (MM', P) - ç;. (mM',v,.j^ < ^(M,M'. , «^)— CF. / 



w,M', , ^'i. - 19 



ou 



S . (MM', v) -^ r. («//, V,) < G. (M, m; , v) - ^.{fhn\ , P,). 
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De là, en faisant la somme des inégalités semblables, et remar- 
quant que 

^^ ^^ , arc anB 
2^G(/i/i', 1^,) = 2^^{n,n^, P.) = , 

il vient simplement 

S.(AMB, pX G.(AM,B, p). C.Q.F.D. 

rsinV 
136. Remarque I. L*équation précédente = constante 

ne diffère que par la forme de celle donnée par M. Roger 
[Journal de Mathématiques , tome XIII, 1848, page 49)1 

pour le cas ordinaire de la pesanteur. 

Dans le cas de la sphère^ et en posant r = sinp, Véqualion 
peut s'écrire 



(X,) «^ = C.sinp sin V = C.sin/?. 

On en déduit cette généralisation d'un théorème d'Euler : La 
i)itessey en chaque point d'une hrachistochrone sphérique, est 
directement proportionnelle au sinus de la distance sphériqiie 
du centre des forces O de la sphère à l'arc de grand cercle 
tangent à la courbe au point considéré. 

Remarque IL On déduit, de l'équation (X,), 

(0 </p = Crf.siny». 

On a d'ailleurs, dans le cas ordinaire de la pesanteur^ 

d,v^ ou 2P.«/<'=: 25'sinpcos V.^/.v, 
ou 

(2) v.du= — gsinp.dp. 

De là, en divisant (2) par (i), membre à membre, et rempla- 

1 1 w . ,1 sinp .dp , , 

ciuit dans 1 équation résultante -r~ — - par le rayon de tour- 

* d %\np ^ ^ 



DE' LA BRÀGHISTOGHaONE. 21 Q 

, . fis , 

bure géodésîquc r^ = -- de la trajectoire, il vient 

k désignant une constante. Or, si l'on remplace dans cette 

cis fis 

formule m par -j- et r^ par — > Cg désignant l'angle de contin- 

gence géodésique de la trajectoire, il vient, en simplifiant, 



dt 



et l'on en déduit 



(.rj ^-^ = ^- = constante ; 

c'est-à-dire que le temps T, employé par le mobile à parcourir 

un arc partiel quelconque A'B' de la brachistochrone sphé- 

rique, est proportionnel à la ^valeur de l'intégrale fcg^ ou 

ds 

n prise de V origine à t extrémité de l'arc A'B'. Mais on 



/ 



'•ff 



trouve aisément que cette intégrale représente l'aire sphérique 
comprise entre Tare A'B' et les tangentes sphériques menées 
par ses extrémités, augmentée de l'angle extérieur formé par 
ces mêmes tangentes : donc, dans le moui^ement général sur 
une brachistochrone sphérique AMB d'un point soumis à la 
pesanteur, le temps j employé par le mobile à parcourir un 
arc partiel quelconque A'B' de sa trajectoire ^ est propor- 
tionnel à l'aire sphérique^ comprise entre cet arc et les tan- 
gentes sphériques menées par ses extrémités, augmentée de 
l'angle extérieur de ces mêmes tangentes'^ ou, encore, pro- 
portionnel à rare correspondant a'b' de la courbe supplé- 
mentaire. 

Remarque II J. Quant à la nature de la bracliistochrpne, 
la comparaison des formules (Xi) et (Xj) fournit cette rela- 
tion, 

-7-^— = constante^ ou — 2_ i::^ constante; 
sin/? cosi 
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i désignant Tangle sous lequel le grand cercle tangent à la bra- 
chistochrone sphérique coupe l'équateur, ou le cercle polaire 
du centre des forces O; et Ton sait que, dans le plan, le rayon 
de courbure de la cycloïde est pareillement proportionnel au 
cosinus de l'angle que fait la tangente avec la base de la courbe. 

Remarque IV, L'énoncé précédent se simplifie, quand on 
suppose que le rayon de la sphère augmente indéfiniment; et 
Ton en déduit ces propriétés nouvelles des brachistochrones 
planes, que l'on peut d'ailleurs établir directement de la 
même manière : 

1. Si Von circonscrit à une detni-cycloïde AMB une por^ 
lion de ligne polygonale régulière , c'est-à-dire à angles 
égaux, dont les tangentes en A et B formeront les côtés ex- 
trêmes; les points de contact des côtés successifs de ce poly- 
gone partageront la demi-cycloïde en une suite dUarcs iso- 
chrones^ c'est-à-dire en une suite d'arcs partiels qui seront 
parcourus en des temps égaux, dans 1^ mouvement général du 
mobile de A en B. 

2. La même propriété s^ applique à la braclùstochrone 
relati^^e à un centre O, situé à une distance finie ^ et attirant 
proportionnellement à la distance, 

3. Enfin ^ cette propriété subsiste encore pour la portion 
de ligne polygonale régulière circonscrite à un arc partiel 
quelconque A'B' de, la brachistochrone , les côtés extrêmes 
de cette ligne étant toujours formes par les tangentes au:f 
extrémités de l'arc considéré A'B', et le moui^ement sui\^ant 
A! ^ faisant toujours partie du mouvement général siiiuant 
la ligne totale AMB. 

Remarque V, Si Ton considère, au lieu d'une sphère, une 
surface de révolu ^on quelcohquc, le temps employé par le 
mobile à parcourir un arc déterminé de la brachistochrone 
n'est plus susceptible, en général, d'une représentation géo- 
métrique simple. 5i l'on diBérentie en effet la formule (X), 
1^:=;= C./'sin V, on a d'aborji 

(i) rfr>;;=C.^/(rsinV); 



r 
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OU trouve ensuite, G désignant la pesanteur parallèle à Taxe 
de la surface, et / désignant Tinclinaison, sur Taxe, de la nor- 
male à la section méridienne, 

d, v^ = aG sin t . ces V . ds, 
ou 

{2) ('.^pz^Gsini.cosV.^/^; 

d'où, par la division, membre à membre, des relations (2) 

et (i), 

G . . cos y, ds 

vz= - sm f • 



C f/(rsinV) 

On a d'ailleurs, pour Tangle de contingence géodésique Sg de 
la trajectoire (vo/r page 122, formule 33 Aw), 

d(r sinV) cosV i 

^ rcosV r/(rsinV) ^-^g^ 

et il vient, par la substitution de cette valeur dans la formule 
précédente, 



d'où 

(X') 



ils G sini ds 
dt C "r ëj' 



€g I G sini f G 

di^C' r ""C* n' 



n désignant la longueur de la normale à la section méridienne 
terminée à Taxe de la surface. 

Il résulte de cette formule que la sphère [n = constante) est 

la seule surface de révolution pour laquelle le rapport -^ de- 
meure constant, dans le cas d'une pesanteur constante (G = g:) ^ 
et que ce rapport ne peut être constant, pour une surface de 
révolution quelconque, que dans le cas où la pesanteur serait 
définie en chaque point par la formule 



G 

- = constante. 
n 
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CHAPITRE XI. 

DES LIGNES A DOUBLE COURBURE CONSIDÉRÉES COMME FIGURES 
d'équilibre d'un FIL QUI REPOSE SUR UNE SURFACE. 



Parmi les problèmes dont la solution était réservée à l'ana- 
lyse moderne, et en exceptant les grandes questions de la mé- 
canique céleste, il en est peu qui aient été remaniés aussi 
souvent que celui dont T objet est de déterminer la figure 
d'équilibre d'un fil, dont les extrémités sont fixes, et dont les 
éléments successifs sont sollicités par des forces qui demeu- 
rent constantes, ou qui varient suivant une loi donnée. Sans 
parler en effet de l'illustre promoteur de ce problème, on voit 
figurer dans son histoire les noms des plus grands géomètres 
du dernier siècle et de la fin du précédent : les BernouUi , 
Leibnilz et Huygens, Euler, Clairaut et Lagrange. On lit 
même dans la notice sur Ampère (Arago, OEui^res, tome II, 
page 47) qtie ce géomètre, s'occupanl à son tour de la ques- 
tion, avait su découvrir des lacunes dans un sujet pourtant sî 
exploré. 

On doit ajouter cependant que les solutions de ce problème, 
si nombreuses quand on suppose le fil libre et la figure d'équi- 
libre plane, deviennent beaucoup plus rares quand il s'agit 
à\\n fil reposant sur une surface^ car, en exceptant le pro- 
blème devenu classique de la chaînette cylindrique, on pos- 
sède seulement pour ce cas des formules, très-générales sans 
doute, mais dont l'application à telle surface particulière que 
Ton voudrait envisager exigerait peut-être, pour l'interpré- 
tation géométrique des résultats obtenus, plus d'effortâ que 
letude directe et géométrique du problème. 

C'est cette étude directe que nous avons abordée, et dont 
nous avons essayé de poser les véritables bases. Nous croyons 
les avoir rencontrées dans deux théorèmes. 



r 
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Le premier est analogue à celui d'Huygeus sur le mouve- 
ment curviligne d'un point matériel, et donne, pour les com- 
posantes tangentielle et normale de la force totale qui sollicite 
le fil en chaque point, ces deux expressions, 

— rfï T 

--— et -; 
♦ as r 

T, ds et r désignant la tension, l'arc élémentaire et le rayon 
de courbure du fil : résultats qui ont sans doute été rencontrés 
déjà. 

Le second, que nous avons déduit du premier, nous paraît 
absolument nouveau. Il fournit : 

1°. La tension du fil, par une intégrale dont les éléments 
dépendent seulement de la direction relatwc de la force exté- 
rieure et de la figure d'équilibre du' fil \ 

2°. Cette intégration étant efiectuée, l'expression du rayon 
de courbure géodésique du fil^ 

3°. L'expression entièrement géométrique de la pression 
exercée par le fil sur chaque point de la surface, à savoir 

T 

N =■ - — G CCS 7 5 
R 

Gcosy et R désignant la composante normale à la surface de 
la force extérieure, et le rayon de courbure de la ligne géodé- 
sique tangente au fil au point considéré. C'est par l'exposition 
de ces deux théorèmes généraux que nous allons commencer. 

SI- 

Principes généraux relatifs aux courbes funiculaires 
reposant sur une surface quelconque. 

137. Théorème I. Dans toute courbe funiculaire , plane 
ou à double courbure^ mais entièrement libre dans F espace 
{^abstraction faite de ses extrémités qui sont toujours suppo- 
sées Jixes)^ les composantes tangentielle et normale de la 
force totale P^ rapportée à Vanité de longueur du fil^ qui 
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agit en chaque point de la courbe y ont pour valeurs rcsDec- 
tiç^es 

— iiT T 

— ; — et - : 
as r 

T, ds et T désignant la tension, l'arc élémentaire et le rayon 
de courbure du fil; ef dT désignant la variation, positii^e ou 
négative, quéproui^e cette tension, de V origine à F extrémité 
de Varc ds. La première de ces composantes est d'ailleurs 
positive, ou négative, suivant qu elle est dirigée de l'origine à 
l'extrémité de l'arc dsy ou de l'exlréraité à l'origine: et la 
seconde, qui est toujours dirigée suivant le prolongement du 
rayon de courbure du fil, est regardée comme essentiellement 
positive. 

Démonstration, L'élément AB = ^ du fil, considéré isolé- 
ment et supposé solidifié, doit être en équilibre sous l'action 
des tensions, de sens opposés^ T et T -f- é/T, dirigées suivant les 
tangentes à ses extrémités, et des forces partielles qui agissent 
en chacun des points de l'arc AB. Or, les deux premières 
forces, dirigées suivant deux droites dont la distance est un 
infiniment petit du troisième ordre, peuvent être considérées 
comme situées dans le même plan et comme ayant dès lors 
une résultante unique 5 les forces partielles agissant en cha- 
cun des points de l'arc AB auront donc aussi une résul- 
tante unique, que nous représenterons comme à l'ordinaire 
parP.^j, et qui fera équilibre aux deux premières forces T 
et T -h dT, 

Il résulte d'abord de là que la force totale P est dirigée, en 

chaque point, dans le plan osculateur du fil ; ensuite, que la 

Fig. 56. somme algébrique des projections 

des trois forces, sur la tangente en 
A dirigée dans le sens AB, ou sur 
le prolongement extérieur du rayon 
de courbure du fil en A, est égale à 
^^'^ zéro pour chacune de ces directions. 

On en déduit, en négligeant les infiniment petits du second 
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ordre, et en désignant par e Fangle de contingence du fil, 

— T + (T 4- rfT) -H P fli>. ces (P, rff ) = o, 



ou 



(A) P.cos(P, ds)= — ^; 

as 

— (T -f. dT) sin ^ + P . ^5.cos(P, r) = 0, 



ou 



(B) Pcos(P, r) = î. 

• r 

Observation, La dernière de ces relations a lieu entre des 
grandeurs absolues : quant à la première, et pour donner à dT 
le signe qui lui convient, il peut être utile de remarquer que 
/a variation de tension du fil ^ dans le passage de V origine à 
r extrémité de Varc ds, est égale et de signe contraire au 
tras^ail élémentaire de la force P dans le trajet fictif cor* 
respondant, 

138. Théorème II. Une courbe funiculaire étant en équi^ 
libre sur une surface donnée, sous Vinfluence des réactions 
normales N de la surface et des forces extérieures G, appli- 
quées en chacun de ses points : 1° la composante de la force 
extérieure G suis^ant F arc élémentaire ds de la courbe est 

mesurée parle rapport différentiel — - — \ 2*^ la composante 

as , 

de cette même force suii^ant celle des normales à la courbe 
qui est tangente à la surface^ a pour expression, en chaque 

point, — > rg désignant le rayon de courbure géodési- 

que de la courbe funiculaire en ce point ^ 3° enfin, la 
réaction exercée par la surface sur le fil est mesurée^ en 

chaque points par la différence algébrique — — Gcosy 5 R et 

Gcosy désignant le rayon de courbure de la ligne géode sique 
tangente au fil, et la composante^ normale à la surface, de 
la force extérieure qui agit au point considéré : la force 

i5 
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extérieure G et la pression N étant rapportées, l'une et l'autre, 
à Tunité de longueur du fil. 

Démonstration, La courbe funiculaire considérée peut être 
regardée comme entièrement libre dans l'espace et comme 
soumise, en chacun de ces points, à la force extérieure G et à 
la réaction normale N de la surface, dont le système, d'après 
le théorème précédent, est équivalent au système des compo- 

sautes tangenlielle et normale, —3 — et - de la force totale. 11 

en résulte que la somme des composantes des forces du pre- 
mier système, sur une direction quelconque, est pareillement 
équivalente à la somme des composantes des forces du second 
système sur la même direction. 

Cela posé, si l'on prend successivement, pour direction de 
projection, 1° la tangente à la courbe funiculaire 5 1^ celle des 
normales à cette courbe qui est située dans le plan langent à 
la surface, Aw/; 3^ la normale intérieure à la surface, AN; 
on verra : 

Dans le premier cas, que la somme des composantes des 
forces du premier système se réduisant à la composante 
Gsiny.cosV de la force extérieure, et la somme analogue pour 

le second système à la composante — - — » on a 



(0 



G sm7.rosV := --: 

as 



Dans le second cas, que la première somme se réduit encore 

à 1^ composante de la force G. qui est 
représentée par G siny . sin V, V désignant 
Tinclinaison, sur la tangente à la courbe 
funiculaire, de la projection de la force G 
sur le plan tangent; que la seconde somme 
se réduit à la projection de la coni- 

T 

posante -> projection qui est égale à 

T . T ï , . 

-c6srt = -; = —9 a désicnanl Tancle du plan oscula- 

r r\co%a 'V or 
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t<^ur de la courbe et du plan tangent à la surface : et que Ton 

a, par suite, 

« 
T 

(2) Gsin7.sinV=: — ; 

Dans le troisième cas enfin, que la première somme est 
égale à N -f-Gcosy, la seconde se réduisant à 

T T T T 

- ces (qo** — a) = - sin« = : =: -. , 

d'après le théorème de Meunier : de sorte que l'on a 

T 

(3) N =- — Gcosy 

pour la réaction de la surface sur le fil : cette réaction étant 
d'ailleurs rapportée à l'unité de longueur du fil. 

La lettre y désignant l'angle, aigu ou obtus, formé par la 
direction de la force G avec la normale intérieure : pour que 
la formule (3) subsiste telle que nous l'avons écrite, il fa^t 
que le rayon de courbure r du fil fasse un ajigle aigu auec 
la normale intérieure , le fil reposant lui^-même sur le bord 
interne de la surface. 

Corollaire. Si l'on désigne par V^ comme on l'a déjà dit, 
l'angle formé par la projection Gsiny de la force extérieure 
sûr le plan tangent, avec la tangente de la courbe funiculaire, 
et par e^ l'angle de contingence géodésique de cette dernière, 
on aura ces trois formules générales : 



dT cosV ds Cg 



(I) 



T sinV Tç tangV 

T = C.^ JtangV. 

T 

— = G sin7.sin V> 



(11) 



(iii) 



'V 










•■i-- 







T 


• 


Gsin 


'7- 


sinV' 


N 




T 
R 


G 


ces 7 : 



i5 
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4es deux dernières n'étant autre chose que les formules 
(2) et (3), et la première résultant de la division membre à 
membre des formules (i) et (2). 

Enfin Télimination de l'angle y entre les équations (II) et 
(III) conduit à cette relation : 

'") '"=(;r^)+(|— )'■ 

Nous n'insisterons pas sur le rôle général de ces formules 
qui présentent, comme on voit, la plus grande analogie avec. 
celles qui définissent le mouvement d'un point sur une surfaccî 
{ voir page 186) ; et pour lesquelles on peut répéter exactement 
ce qui a été dit déjà pour les premières. 

Observation, Il est essentiel de remarquer que l'intégrale 

— I — -^> qui figure en exposant dans la formule (I), et 

dans laquelle on regardera Cg comme essentiellement positif, 
e^langV comme positivée ^ ou négatii^e, suiv^ant que t angle V 
sera aigu ou obtus^ a bien reçu le signe qui convient à l'ex- 
pression de la tension. On déduit en effet, de cette formule, 

//T=r — T ^^ 



tangV 

Or T et e^ étant positifs, on voit que la différentielle rfT 
sera positive, ou négative, suivant que l'angle V sera obtus, 
ou aigu; et c'est ce qui doit être en effet : puisque, d'après 
une observation antérieure (voyez page 225), rfT est mesurée 
par le travail élémentaire correspondant de la force, changé de 
signe; et que, ce travail se réduisant à celui de la composante 
Gsiny qui fait un angle V avec la direction de Télémenl du fil, 
ce travail changé de signe est positif, ou négatif, suivant que 
l'angle V est obtus, ou aigu. 

Des courbes funiculaires dans le plan, 
\ 39. Si l'on remplace dans les formules précédentes Cg par e'^ 
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TT 



/g par p, el si Ton pose y = -5 il vient 

(i) T = Ce -^ '^"^^', 

(2) GpsinV = ï, 

e' étant pris en valent' absolue dans la première formule, et 
lang V y recevant le signe qui convient à la nature de Tangle 
formé par la direction de la force avec la direction de l'élément 
considéré. 

140. Cas des Jorces parallèles. Si l'on remarque que la 
courbe funiculaire tourne toujours sa convexité vers la région * 
où tendent les forces, on trouvera aisément e' = d^ pour la 
valeur absolue de l'angle de contingence, et l'on en déduira 
les formules suivantes : 

smV 
[b] Gpsin'V=C, 

auxquelles on peut joindre celle-ci : 

^""^ ^ cosV.rfV"" e/.sinV* 

Applications, i)» Si l'on suppose la grav^ité constante , on 
trouve immédiatement, ou par une première Intégration, les 
propriétés de la chaînette exprimées par les équations 

p sin' V = con stante , j sin V = constante. 

2). Si Von veut supposer le poids de chaque élément pro- 
portionnel à la longueur de sa projectioti horizontale j, on 
devra poser 

dx 
G.ds = g,d,v ou G=: g'— = g'sinV. 

La formule (b) devient alors 



^"" sirv^Y' 
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y" 
qui , comparée à la formule générale p = . > donne immé- 

diatement 

y = constante , 

équation d'une parabole. 

3). Si Ton cherche quelle doit être la loi des forces paral- 
lèles pour que la courbe funiculaire soit une ellipse dont Van 
des axes^oit vertical, on devra remplacer, dans la formule (&), 

p par k, .3^ ? y désignant l'ordonnée de l'ellipse comptée à 

partir de son axe horizontal *, et Ton aura . 

C'.sinV 



G = 



r^ ' 



si l'ellipse devient un cercle, devient coustant^et Ton a 

X 

simplement 

G= — 

Scolie, Si Ton compare la formule (i), que Ton peut écrire 
à la formule, déduite du théorème d'Huygens, 



(*') P = 



G'sin^v' 



et fournissant le rayon de courbure de la trajectoire d'un point 
matériel soumis à Faction d'une force G' de direction constante, 
on est conduit à une sorte de loi de dualité en mécanique, 
analogue à la loi de dualité en géométrie, et qui peut, par 
cette analogie même, offrir un certain intérêt. 

Que l'on regarde, en effet, une même courbe plane comme 
étant simultanément la trajectoire d'un point matériel et la 
courbe d'équilibre d'un fil ^ les forces qui produisent le mou- 
vement, et celles qui maintiennent l'équilibre, étant d'aiUeurs 
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parallèles à une même droite fixe, et de sens contraires : on aura, 

en égalant les valeurs (fc) et (A') du rayon de courbure de la 

ligne considérée, 

G = /fr.G'sinV. 

11 en résulte que lajorce G_, nécessaire pour produire t équi- 
libre (Tun fil suivant une courbe plane donnée^ est égale à la 
force G nécessaire pour entretenir le moui^enient d^ un point 
matériel suiy^ant cette même courbe, multipliée, en chaque 
point, parle sinus de V inclinaison de la commune direction 
des forces sur la tangente à la courbe^ et par un nombre con- 
stant^ la vitesse du mobile et la tension du fil en un même 
point de la courbe étant d'ailleurs dans un rapport constant. 
Comme première application de ce théorème, considérons 
une parabole ayant son axe vertical^ et regardons celte courbe 
comme la trajectoire d'un point matériel soumis à l'action de 
la pesanteur, on aura 

•G' = g 

dans la formule précédente; et la parabole considérée pourra 
étire regardée comme étant la figare d'équilibre d'un fil solli- 
cité en chaque point par une force verticale G, dirigée de bas 
en haut, et ayant pour expression 

G = X' . o- sin V eu G =z k ,g . — ^ 

d'où 

Çjds zzz k'djT. 

La force agissant sur chaque élément du fil est donc propor- 
tionnelle à la projection horizontale de cet élément 5 et l'on 
retrouve les résultats connus, relatifs à la courbe des ponts sus- 
pendus. 

Considérons encore, et comme application iny^erse du même 
théorème, une chaînette ayant son axe vertical \ et regardons-la 
comme la figure d'équilibre d'un fil soumis à l'action de la pe- 
santeur. On aura, dans la même formule, 

G — (onstanle :=z g\ 
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et la chaînette considérée pourra être regardée comme la tra- 
jectoire d'un point soumis à Taction d'une force verticale G', 
dirigée de bas en haut , et ayant pour expression 



G'=-r 



X' 



smV 



Mais Fordonnée de la chaînette, comptée à partir d'un axe 
horizontal convenablement choisi , est liée à Fangle V par la 
relation connue^sinV= constante 5 on aura donc simplement 

pour expression de la force \ et Ton en conclut une autre 
propriété mécanique de cette courbe, par laquelle la chaînette 
est la trajectoire d* un point matériel soumis à T action d^une 
force ^ proportionnelle a la distance du mobile à un axe fixe, 
et dirigée en sens inverse de la droite qui mesure cette dis- 
tance. 



141. Cas des forces concourantes. La somme des angles 
intérieurs du quadrilatère concave AIBO étant égale à quatre 
droits, on a 

^ô-f-V4-(2^'-f-tf')H-(2'*r — V — rfV) = 4*»'' ou e'=dY'^d9; 



Fig. 58. 



6 




on a d'ailleurs 

. dB 
tangV=dzr— , 

que Ton doit écrire 

de 
tangV= — r--, 

dr 



puisque l'angle V est obtus 
et que la différentielle dr est positive dans la figure. 
Il en résulte 



dB = tangV; 
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et Ton a définitivement pour e', 



dr 
e' = d\-\ tangV. 



On en déduit 



-f— 

J tang 



tang V I 

e - == — r-r.'i 

rsinV 



Ce' r d\ rdr 

1 1 i? = / : i? "^ I — = L./'sinV, 

J tangV J tengV J r 

et l'on a par conséquent ces formules*: 

(/ \ «M ^ ^ 

rsmV p 

(y) G.p.r.sln'V=C, 

auxquelles on peut joindre la formule d'Euler 

(c) P = -^- 

Applications, i). On satisfait à Féquation [b') en posant 

p = constante, 
et 

( I ) G r sin' V = constante. 

On en déduit que, la courbe funiculaire étant une circonfé" 
rence de cercle, la force en chaque point est inv^ersement 

m 

proportionnelle au produit du rayon vecteur par le carré de 
la corde que ce rayon prolongé détermine dans la circonfé- 
rence. 

2). Si Ton veut que la courbe funiculaire soit une ellipse 
ayant pour centre le centre des forces, il faudra poser 

k' k^ 






p^ r» sin^ V 

dans la formule (6), qui donnera, pour expression de la force 
répulsive émanant du centre, 

G = C'.r»sinV 

I 

ou 

(2) G = C>./". 
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3). On verrait de même que, la courbe funiculaire étant une 
ellipse dont Vun des foyers coïnciderait avec le centre des 
forces, la grandeur de la force répulsive émanant du foyer 
serait ^ en chaque point ^ 

(-3) G = C'.4; 

pi 
en remplaçant dans la formule [b') p par la valeur p = A— » 

• /^ 

qui correspond à Fhypollièse actuelle. 

4). Supposons la courbe d'équilibre telle, que TangleV soit 
constant : cette courbe sera une spirale logarithmique y et l'on 
aura, d'après la formule (ï'), 

c _c _a' 

C et C" désignant de nouvelles constantes, et la seconde se 
rapportant à la substitution au rayon de courbure p du rayon 
viecteur /'qui lui est proportionnel; on peut l'écrire encore 

(4) G = c^. 

14-2. Les formules (a), (3), (4) conduisent par induction 
à la loi suivante, qui est, en effet, générale : Une même ligne 
plane étant à la fois la trajectoire d^un point matériel^ et la 
figure d^ équilibre d^unfil^ soumis à V action de forces éma- 
nant du même centre^ la force agissant sur lefily en chaque 
point de cette ligne ^ est égale au produit de la force qui solli- 
cite le mobile^ parvenu au même point, par la distance du 
centre commun des forces à la tangente en ce point^ et par 
un nombre constant. 

On a, en. effet, d'après le théorème d'Huygens, 



p2 



— = C/sinV; 

P 



cl d'après un théorème de Newton , 
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^ désignant la vitesse du mobile en un point quelconque de sa 
trajectoire, et G' la grandeur de la force centrale qui le sollicite 
en t;e point. On en déduit 

^ ^ p./?».sinV 

On tire d'ailleurs, delà formule (ft'), 



G = 



p . r sin' V 
ou 

(d) G= — %- :^ ^— -p; 

p./?.sinV p.^^slnV '^ 
d'où, en comparant (d) et (<^'), 

(5) G=:G'.C"./?. 

Et Ton doit remarquer, en outre, que les forces G étant attrac- 
tweSj.Ies forces G seront répulswes ^ et réciproquement, 

143. Scolie. I/es formules générales (i) et (a) (voir p. aag) 
peuvent encore s'appliquer avec avantage au cas où les forces 
sollicitant ]es divers éléments du fil ne sont ni parallèles, ni 
concourantes.. 

Ainsi, proposons-nous de déterminer la figure (^équilibre 
d'un fil dont chaque élément serait sollicité par une force 
dont la grandeur^ et V inclinaison sur cet élément^ demeure- 
raient constantes (O. Bonnet^ Journal de Mathématiques, 
tome IX, page asS). 

Les formides (i) et (a), dans lesquelles nous remplacerons 

-r par m. et" . ,, par C, nous donneront 

tangV * GsinV^ 

T=C e-^ , p = C".T = C'.<? ^ . 

On en déduit 

flfi = m .pe' =m, ds, 
ou 

(6) . dtr z=: m,ds. 
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Cette égaillé exprime la proportionnalité des arcs élémen- 
taires correspondants de la courbe funiculaire cherchée et de 
sa développée : ces deux courbes sont semblables *, et la courbe 
cherchée est une spirale logarithmique (voir page 39). 

« 

§ m. 

Des courbes funiculaires sur un cylindre quelconque. 

144. Si l'on suppose la projection de la force extérieure sur 
le plan tangent dirigée, en chaque points suivant la génératrice 
correspondante du cylindre, V désignera, dans les formules 
générales (I), (II), (III) de la page 227, l'inclinaison de la 
courbe funiculaire sur cette génératrice. 

On a d'ailleurs, pour l'angle de contingence et le rayon de 
courbure géodésique de la courbe funiculaire, ces valeurs : 

e' etp' désignant l'angle de contingence et le rayon de courbure 
correspondants de la ligne plane suivant laquelle se trans- 
forme la courbe funiculaire considérée, par le développement 
du cylindre qui la contient : et les formules (I) et (II) devien- 
nent, par ces substitutions, 

- r '' 

T=rC.e Ji^^gV^ Gsin7.p'sinV = T. 

Or, ces équations sont identiques à celles qui définiraient la 
loi de la tension et la nature d'une courbe funiculaire plane 
dont chaque élément serait sollicité par une force, parallèle à 
la direction des génératrices du cylindre développé, et mesu- 
rée en chaque point par le nombre Gsiny ('vo/rpage 229) ^ 
et il résulté de là, en premier lieu, ce théorème général : 

Une courbe funiculaire étant en équilibre sur un cylindre 
quelconque, sous V influence des réactions normales de la 
surface et de certaines forces extérieures dont les projections 
sur le plan tangent sont dirigées^ en chaque point y suii^ant la 



• 
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génératrice du cylindre , si Ton suppose dét^eloppés sur un plan 
le cylindre et la courbe funiculaire qu!il contient^ et si ton 
conçoit en outre que les forces extérieures primitii^es^ estimées 
suivant les génératrices du cylindre, consentent dans ce dé- 
i^eloppenient leur direction et leur intensité : la courbe funi- 
culaire transformée demeurera encore en équilibre sous l'in- 
fluence de ces forces, et la tension sera la même, aux mêmes 
points y sur la courbe primitiv^e et sur la courbe transformée. 
En second lieu, et en transportant au cylindre les formules 
(a) et (b) relatives au plan [voir page 229), on aura 

sinV 
{2) Gsin7.r^sin^V= C. 

T C 

Quant à la réaction, N =;= - — Gcosv = ^ . ,^ — G cos y , 
^ ' R ' RsmV ' ' 

il suffit pour obtenir son expression défini tive de remplacer R par 
la valeur . ^ ? p désignant le rayon de courbure de la section 
droite du cylindre au point considéré. On trouve ainsi : 

C C 

(3) N=:-sinV — G cos 7=—^ — Gcosy. 

P p.l 

lis. Il résulte du théorème précédent que tout ce que l'on 
sait, pour le plan, sur les figures d'équilibre d'un fil soumis à 
des forces de direction constante, peut être transporté au 

cylindre. Ainsi, en particulier, si ton suppose V angle 7 = - 

et la gravité constante ^ on retrouve d'abord ce résultai connu : 
la courbe tracée par le fil sur le cylindre a pour transformée 
une chaînette, dans le développetnent de la surface ( Vieille, 
Compléments d^jinalyse et de Mécanique^ page 202). On 
reconnaît ensuite, par l'emploi de la forinule (3), que la 
tension de la courbe, la pression quelle exerce sur la surface^ 
et le rayon de courbure de la section droite du cylindre sont, 
en chaque point, les facteurs d'un produit constant : d'où 
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cette conséquence, que la pression est en raison inuerse de la 
tension correspondante^ quand le cylindre est de réifolution 
(Vieille, ouvrage cité, p. 2o3). 

On a, d'un autre côté, pour le rayon de première courbure 
Ri d^une ligne cylindrique quelconque, et en désignant par a 
Tinclinaison de son plan osculateur sur le plan tangent au 
cylindre, 



d*où 



psina* 
sin' V. 



R, ptangA 
^ cosrt sin^ V ' 



ou 



enfin 



r^sin'V = p.tang/?, 

dont la comparaison avec la formule (2) qui devient, dans le 

cas actuel , 

r^sin^V= constante, 

conduit à la relation 

(4) p.tangfl = consJante. 

Donc, en chaque point d'une chaînette cylindrique^ le rayon, 
de courbure de la section droite^ multiplié par la tangente 
trigonométrique de Vinclinaison du plan osculateur de la 
chaîne sur le plan tangent à la surface y donne un produit 
constant. Et, en particulier, si le cylindre est de ré\*olution, 
le plan osculateur de la chaîne fait av^ec le plan tangent un 
angle constant. On reconnaît aisément d'ailleurs que toute 
courbe cylindrique présentant cette propriété est une chaî- 
nette. 

146. Pour que la pression exercée par le fil sur la surface 

soit constante, quand on suppose le cylindre de révolution, et 

les forces extérieures dirigées suivant les génératrices, il faut, 

C C 

d'après la double formule N = -sinV.= — - , que l'angle V 

demeure constant, ainsi que la tension : il en résulte que les 
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foices extérieures sont nulles, et que la courbe funiculaire est 
une bélice. 

s IV. 

Des courbes funiculaires sur un cône quelconque, 

147. Supposant encore la projection |le la force extérieure 
sur le plan tangent dirigée en chaque point suivant la géné- 
ratrice correspondante du cône, nous pouvons, eu répétant 
exactement ce qui a été déjà dit pour le cylindre, remplacer 
dans les formules (I) et (II) de la page 227, Tangle de contin- 
gence et le rayon de courbure géodésique de la courbe funi- 
culaire conique considérée, par les grandeurs analogues rela- 
tives à la courbe plane, suivant laquelle elle se transforme 
par le développement du cône. Nous obtiendrons. ainsi les 
formules 

T=zC e ^ ^"^^ et (Gsin7)p.sinV = T, 

V désignant cette fois l'inclinaison, sur la courbe funiculaire 
développée, du rayon vecteur issu du sommet du cône. Or ces 
formules, en ayant égard à la nouvelle signification de Tau- 
gle V, sont précisément celles qui définiraient la loi de la 
tension et la nature dé la courbe d'équilibre d'un fil plan 
dont chaque élément serait spllicité par une force, émanant 
d'un centre fixe (le sommet du cône développé), et mesurée 
par Gsiny [voir les formules (i) et (2), page 2*29). On a donc 
ce second théorème : Une courbe funiculaire étant en équi- 
libre sur un cône , sous V influence des réactions normales 
de la surface et de certaines forces extérieures dont les pro- 
jections sur le plan tangent^ en chaque point ^ sont dirigées 
smVant la génératrice du cône^ si Von suppose déi^eloppés 
sur un plan le cône et la courbe funiculaire quil contient, et 
si Von conçoit en outre que les forces extérieures primitis^es , 
estimées suiv^ant les génératrices du cône, conservent dans ce 
déi^eloppement leur intensité et leur direction, de manière à 
concourir toujours au sommet du côtie développé : la courbe 
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funiculaire transformée demeurera encore en équilibre sous 
V influence de ces forces; et la tension sera la même y aux 
mêmes points , sur la courbe primitive et sur la courbe 
transformée. 

En second lieu, et en transportant au cône les formules (a') 
etj[i') (voir page 233), relatives au cas des forces concou- 
rantes dans le plan, %u aura 

(iM T=— ^, (2') Gsinv.r^.T-sin'VrzrC, 

\ / rsinV ^ ' ' ® 

r désignant la distance d'un point quelconque de la courbe au 
sommet du cône. 

Quant à la pression , N ==: — — G cos y = r— 7: — G cos v, 

^ '^ R ' R.rsmV ' 

il suffit, pour obtenir sa valeur définitive, de remplacer R par 

sa valeur : 

Â désignant le demi-angle au sommet du cône droit, oscula- 
teur du proposé, le long de la génératrice considérée. On 
trouve ainsi 

(3') N = C- /'"^, —Gcosv; 

148. applications. 1). Quelle doit être la loi des forces 
pour que la pr^sion du fil sur la surface demeure constante, 
en supposant le cône de résolution ^ et les forces extérieures 
dirigées suii^ant les génératrices ? 

La formule (3') nous donne, da'ns ce cas, 

[a) — p- = constante , ou [a) ^ = constante; 

en développant le cône sur un plan et désignant par p la per- 
pendiculaire abaissée du sommet-origine sur la tangente à la 
courbe funiculaire transformée. On a, d^ ailleurs, 

rdr C 
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en utilisant la formule [a'). Et si Ton porte cette valeur dans 

C I 
l'équatioçL ('/), il vient G = 77 * . , ^ '? ou, d'après la for- 
mule (a), ' 

pouf expression de la force cherchée. On a pu voir d'ailleurs 
que la courbure^ en chaque point delà courbure funiculaire 
transformée^ est proportionnelle au rayon ^vecteur de ce 
point, 

2). Conservant l'hypothèse précédente sur la direction des 
forces et sur la nature du cône, cherchons encore quelle doit 
être la loi des forces pour que le plan osculateur du fil coupe 
le cône sous un angle constant. 

Il suffit, pour résoudre cette question, de recourir à la fo|*^ 

mule • 

. rtangA 

Ri ~ sin tf . . f 

qui fournit le rayon de première courbure Ri d'une ligne 
quelconque tracée sur le cône, et dont le plan osculateur 
coupe la surfat^e sous l'angle a. On en déduit, en effet, 

B, rtangA 

rg = = tang<2. . °, > 

dont la comparaison avec la formule (2'), 

_ I C 

'''""G.r'sin^'V^ 

conduit à la loi cherchée 

Les hélices coniques seront d'ailleurs comprises dams les 
courbes fliniculaires répondant à la question. 

3). De la chaînette sur un cône de révolution dont Vaxe 
est %^ertical^ dans le cas ordinaire de la pesanteur. Regar- 
dant Gsiny comme une constante dans la formule (2'), rem- 

16 
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, rdr ' XT P 

plaçaiU r^ par — 3~ ^^ sm V par -? on trouve successive- 
ment ces équations de la chaînette transfonnée : 

-dr=^, (z) /,(r + C') = C. 

Si l'on remplace dans celte dernière p par rsin V, et sin \ 
par y/i—^^J , il vient 

pour équation différentielle, entre les coordonnées ret5, de la 
courbe cherchée. 

L'équation [z') rentre dans la formule (33), page 169, que 
Bobillier déduit, par une première intégration, d'une équation 
du second ordre entre les mêmes variables (De la chaînette 
sur une surface courbe y Annales de Gergonne^ 1829, pages 
153-175). 

Si l'on suppose nulle la constante C, l'équation [z) devient 

p.rmC, ou r*sinV = C: 

et si, pour plus de facilité dans l'intégration, on substitue à la 
recherche de la courbe celle de sa réciproque^ 

sinV 



r^ 



= c, 



on constate aisément que cette dernière est une lemniscaté de 
Bernoulli ^ la courbe primitive étant dès lors une hyperbole 
équilatère, 

(49. La transformation des CQurbes funiculaire^ reposant 
sur une surface développable quelconque en des courbes funi- 
culaiAs planes, par le développement de la surface, peut être 
établie, d'une manière générale, par des considérations entiè- 
rement semblables à celles que nous avons déjà employées pour 
les surfaces coniques et cylindriques. [Voir aussi le chapitre 
précédent, n** 119,. page 194.) 
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Des courbes funiculaires sphériques. 

.150. Si Ton suppose la force extérieure dirigée, eu chaque 
point du fil, dans le plan déterminé par ce point et par uu 
diamètre fixe A A' de la sphère, qui pourra être regardé 
comme vertica] -, la composante G sin y de cette force suivant 
le plan tangent sera dirigée* suivant la tangente à Tare de 
grand cercle A m qui joint le pôle A au point m du fil, et V* 
désignera, dans les formules générales de la page 227, Tîn- 
clinaisoD^de l'arc A /n sur la courbe funiculaire. 

D'ailleurs^ le rayon de courbure géodésique de la courbe 
funiculaire sera donné par la formule 

ds sin p . </p 

r_g — — — - -, ? 
* Cg a,smp 

en se conformant à l'observation <ie la page 43? et en .admet- 
tant qu'en chaque point de la courbe funiculaire la courbe 
elle-même et lé centre des forces A sont situés de part et 
<l'autre du grand cercle tangent à la courbe en ce poinu 
On déduit^ de la formule précédente , 

ds d.ûup 
* d^ sinp 

D'ailleurs on a toujours, en grandeur et en signe, 

ds I 

. I ■■ ZZ^Z ' " — ■ I ■■■■■* • 

d^ cos V 

Il en résulte 

1 d,%mp Cg d,Anp «f.siit/? 

'^ "" cos V sin p tang V sin Vsinp sin p 



-f. 



® =r — L . sm /? ^ 



tang V 

et 1^ substitution de cette dernière valeur, dans la formule (I) 

16. 
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de la page 227, nous donne d'abord 

(!') T = ^. 

Sî Ton introduit ensuite cette valeur de la tension dans les for- 
mules (II) et (in) de la même page, elles deviennent 

(II') Gsin7.r^.sin/?sin V =r C, 

(Iir) N = T — G COS7 = -; G COS7 : 

^m p 

le rayon de la sphère étant pris pour unité. Ces formules sont, 
pour la sphère, ce que sont pour le plan les formules (a') et (b^ 
de la page 233, relatives aux courbes funiculaires sollicitées par 
des forces concourantes. 

151. Étant donnée Téquation de la courbe funiculaire 
/*(p, \p) = Oj on trouve aisément pour la tension du fil, et 
pour la composante tangentielle R de la force extérieure, com- 
posante dirigée en chaque point suivant la tangente au grand 
cercle qui aboutit au pôle, ou centre des forces A, les expres- 
sions suivantes ; 



(IV) T = 




d^ 



tangp 



(V) . R = ^ ^- 

La première, en effet, n'est autre chose que la traduction^ sous 

forme différentielle, de Féquation (F), T = -: — -, et la der- 

»' ^ ^ ' sin/7 

nière résulte de la formule 

dt 
dT = --KcosV.dsz=K.dû, ou R = -— 

dp 

152. Si Ion suppose les forces extérieures parallèles à la 
direction du diamètre vertical A' A, on devra remplacer y par 
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TT — p dans les formules précédentes, et Ton aura 

(r) T = ^, 

^ sin p 

9 

(ir)^ G.rg.sin^p=C, 

(Iir) ]>j= -^-f-Gcosp. 

' sinp^ 

153. On jdéduirait aisément, de ces formules, soit la loi des 
forces parallèles capables de produire l'équilibre d'un til sui- 
vant une courbe sphérique de nature donnée, telle qu'un pe'lit 
cercle horizontal ou quelconque, une loxodromie, etc.; soit 
Féquation différentielle de la courbe d'équilibre d'un fil solli- 
cité par des forces parallèles données. La marche à suivre est 
identique à celle que nous avons employée dans l'étude du 
mouvement sphérique d'un point matériel ; elle conduit à des 
résultats analogues, et, pour cette raison, nous nous dispen- 
serons de l'indiquer davantage. # 

Cherchons cependant, afin de donner au moins une appli- 
cation de nos forniules, l'équation de la chaînette sphérique 
dans le cas ordinaire de la pesanteur. L'équation (IF), dans 
laquelle, en faisant abstraction de la constante G = g", on 

, sinp.//p , 

• remplacera r„ par r-^-^^ — -"> nous donnera successivement, 

* * \ a.siDp 

d.%ïnp 

— Sin p . rt p = C — r-:: — 9 



ces p -h C 



sin^p 
G 



sin p 
ou 

(x) sin/? (cosp -f-C')= sin V sin p ( cos p 4- C')= — G. 

On a, d'ailleurs, 

dû 
cos V = -7-5 
as 



sinV=y/.-(jy; 
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OU bien, en posant 

j, ^ ^P I dz 

ces p = «, d ou -~ = , • -r 5 

^ ds à/, -2 ds 



=/ 



sinV= ' ^^' 



Substituant cette valeur dans (x) et résolvant par rapport à ds^ 
il vient 

V^(z-hC')»(.r-z^) re- 
polir équation diiTérentielIe de la courbe cherchée. Elle ne 
peut être intégrée que dans le cas particulier où C'= o, et c'est 
aussi le seul cas examiné par Bobillier dans le Mémoire cité : 
car il parvient seulement^ pour le cas général, à Téquation 
différentielle du second ordre (formule ^i^ page 273 ) 

^^d^z (dzY 

ec Ton retrouve aisément cette dernière par ta différentiation 
de Téquation (jc') qui en est, par conséquent, Fintégrale. 
Nous ajouterons qu'on aurait pu obtenir directement Téqua- 

tion (j/), sans aucune intégration, en égalant la valeur de la 

C 

tension qui résulte de notre formule, T = -: — » à l'expression 

ordinaire qui se réduit, dans le cas actuel, à celle-ci ; 

T = z -h C == côsp -h C. 

154. La comparaison des formules (F) et (II') du paragraphe 
actuel, aux formules de même nom de la page 197, relatives au 
mouvement sphérique d'un point matériel : 

Équilibre. { sin/^ 

Gsiny . r„ . sin V . ûnp = C, 

' d'oùG = G'.C.sinz>, 
i _ C 

Mouvement. \ sini? 

( G'sin7.r^ sinV.sin'/? = es 

conduit a ce résultat général : 



ÉQUILIBRE £T MODVEM£JNT : AJNALOC^ISS. 2^n 

La force extérieure ^ capable de produire Véquilibre d'un 
fil swvojit une courbe sphénque donnée^ est égale à la force 
analogue capable d'entretenir le mouvement d'un mobile 
sui\'ant la même courbe, multipliée en chaque point par un 
nombre constant et par le sinus de la distance sphérique du 
centre des forces A à Parc de grand cercle tangent à la 
courbe en ce point ^ déplus, la vitesse du mobile et la tension 
dufily considérées en un même point de la courbe^ sont dans 
un rapport constant : les forces ^extérieures , qui produisent le 
moui^ement ou l'équilibre^ étant d'ailleurs directement oppo- 
sées, et rencontrant constamment le diamètre A'A de la 
sphère qui aboutit au centre des forces. 

135. On pourrait parvenir à des conséquences semblabJes 
pour une surface de révolution quelconque : mais tous ces 
résultats partiels ne sont que les expressions particularisées 
d'un même théorème général, que nous allons exposer^ et par 
lequel nous terminerons. 

s ^i- 

Des analogies que présentent le mouv^ement d'un point 
matériel^ et Véquilibre d'un fil^ suiv^ant une même courbe 
donnée. 

456. Les analogies dont nous allons nous occuper sont évi- 
demment susceptibles d'une infinité d'interprétations : puis- 
que, une courbe étant donnée, ainsi que les forces qui pro- 
duisent le mouvement d'un point (ou l'équilibre d'un fil) 
suivant cette courbe, on pourra faire varier d'une infinité de 
manières les forces capables de produire l'équilibre d'un fil 
(ou le mouvement d'un point) suivant la même courbe. 

Maclaurin paraît s'en être occupé le premier ( Traité des 
Fluxions y t. II, n° 563, 4*^ \ et n^* 566-569) ; mais il s'exprime 
sur cette matière avec uneconcision quin'est pas sans obscurité, 
au moins dans la traduction \ car nous n'avons pas su distin- 
guer s'il a considéré, en même temps que la courbe d'éq^iiilibre 
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du fil, le mouvement libre d'un point matériel sur la même 
courbe, ou bien le mouvement d'un point obligé de parcourir 
cette courbe regardée comme solidifiée ; on reconnaît cepen- 
dant qu'il suppose parallèles et de sens contraires les forces 
qui produisent le mouvement et celles qui maintiennent l'équi- 
libre; et c'est précisément l'hypothèse que n«>us adopterons. 

Dans un Mémoire déjà cité [Journal de Mathématiques, 
t. IX, p. 232), M. O. Bonnet est parvenu à ce théorème : Si 
une tourbe plane quelconque est la figure d^ équilibre d'une 
chaîne dont chaque élément est soumis à la force ^,la même 
courbe sera la trajectoire d^un mobile sollicité par une force 
que Von déduit de R en prenant en sens inv^erse ses compo- 
santes tangentielle et normale à la courbe j et doublant la 
composante normale, ou réduisant à moitié la composante 
tangentielle 

On peut parvenir à une autre expression, simple et in-, 
tuilive, de ces analogies ^ par l'emploi des formules qui ont 
été établies précédemment (i;o/r page 186 et page 22^). 

457. Coucevous, en eû'et, qu'une courbe tracée sur une 
surface quelconque représente à la fois la figure d'équilibre 
d'un fil et la trajectoire d'un point matériel , sollicités ^n 
chaque point de la courbe considérée par des forces extérieures 
directement opposées, G et G', dont les directions sont défi- 
nies par les angles supplémentaires V et V, y et y' ; on aura 
les équations suivantes [voir les pages 22^ et 186) ; 



e 
§ 



i) 1=0.7-^ '""«'' 



Équilibre. (i) T = C.e " - » ■ , (2) G sinv. r,,sinV = T; 






% 



Mouvement, [y') i^ = C.e^- '*"^^', (a') G'sin7'.r^.sinV'=»'\ 

On conclut d'abord, des formules (i) et (i'), et en supposant 
égales les constantes G et G', que la tension et la vitesse en 
chaque point de la courbe sont mesurées par un même nombre \ 
car l'angle e^ est pris en valeur absolue dans les deux formules, 
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tandis que tangV et tang V y sont égales et affectées de signes 
contraires : 

(A) .= T. 

On déduit ensuite, de la comparaison des formules (2) 
et ( 2') , la proportion 

T "" p' ' 
que Ton peur écrire, d'après la relation (A), 

G' 

(B) G = -, 

(B') G'=::G.T; 

et il résulte de ces formules ce théorème général : 

Une courbe, tracée sur une surface quelconque, étant con- 
sidérée comme représentant à la fois la trajectoire d'un point 
matériel et la figure d'équilibre d'unjily soumis Vun et Vautre 
aux réactions normales de la surface^ et sollicités en outre, 
en chaque point de la courbe, par des force^ extérieures di- 
rectement opposées : 

1^. Si la "vitesse initiale du mobile est égale à la tension 
correspondante dufil, la même égalité subsistera ^ en chaque 
point' de la courbe, entre les nombres mesurant la tension 
du fil et la vitesse du mobile^ 

2^. En chaque point de la courbe, la force extérieure G', 
qui entretient le moui^ement, sera égale à la force analogueG, 
qui maintient F équilibre, multipliée par la tension correspon- 
dante du fil ^ ou, inversement, la force maintenant l'équilibre 
sera égale à la force produisant le mouvement, divisée par la 
vitesse correspondante du mobile. 

Nous avons déjà vu, comme conséquence particulière de ce 
théorème général , que la même courbe qui sert de trajectoire 
à un point matériel animé d'une vitesse initiale quelconque 
et soumis à l'action de la pesanteur, représente encore, après 
avoir été rabattue dans son propre plan autour d*une corde 
horiiontale, la figure d'équilibre d'un fil dont chaque élément 
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serait soUicité par une force verticale^ proportionnelle à la 
projection horizontale de cet élément. Cette remarque con- 
duit à un rapprochement historique curieux. On sait, en effet, 
queGalilëe, méditant Je premier sur la nature delà chaînette, 
se trompa en croyant voir dans cette courbe une parabole. Et 
il résulte^ de ce qui précède, qije la détermination des lois du 
moiïVement des projectiles contenait implicitement la solution 
du problème de la chaînette; non, il est vrai, dans l'hypothèse 
d'une gravité constante, mais au moins dans celle qui donne 
naissance à la courbe des ponts suspendus. 
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NOTES 



NOTE I. 

SUR LA SURFACE GAUCHE DONT LES LIGIÎES DS PREXIÈRE COUR- 
BURE SOKT SITUÉES DAHS DES PLAHS PARALLELES. 



Toute surface gauche dont les lignes de première courbure 
sont planes y et situées dans des plans parallèles, est un hy- 
perboloïde de révolution (voir page i65). 

LsiiTME I. Pour une même génératrice OG d'une surface 
gauche quelconque S, les pôles sphériques des tangentes'^ 
menées aux lignes asymptotiques de la surface par les poinfs 
de ces lignes situés sur la génératrice OG, sont situés sur une 
conique sphérique y/t g, tangente à la trace sphérique gg' du 
cône directeur de la surface, au point g de cette trace qui est 
le pôle de la génératrice considérée OG.. 

Considérons, en effet, Thyperboloïde 'VrtriaAfc déterminé 
par la génératrice fixe OG et par deux autres génératrices 
O'G', O^'G'^ de la surface S, infiniment voisines de la pre- 
mière 5 et soit H Thyperboloïde limite du précédent, ou Y hy per- 
boloïde osculateur de la surface S suivant la génératrice OG : 
les traces sphériques gg\ yy, g des cônes directeurs des deux 
surfaces S et H seront tangentes entre elles au point commun g. 
D^ ailleurs les deux surfaces S et H étant osculatrices tout le 
long de la génératrice OG, les lignes asymptotiques des deux 
surfaces en un même point de cette génératrice sont tangentes 
entre elles*, or, les lignes asymptotiques de l'hyperboloïde sont 
toutes les génératrices rectilignes du second système, dont les 
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pôles sphériques sont distribués sur l'ellipse^ sphérique yyj g:, 
tangente à la ligne gg' en g 5 donc, etc. 

Lemme II, En chaque point d'une surface gauche, la gé-- 
nératrice recliligne et la tangente de la ligne asymptotique 
qui passent par ce point y forment deux angles adjacents 
dont les^ bissectrices sont les tangentes conjuguées rectan-^ 
gulaires issues du même point. * 

Ces lemmes posés, soientaa' le grand cercle, de pôle a, qui 
sert d indicatrice à toutes les lignes de première courbure, et en 
particulier à la ligne AA'j ag^ a' g' les arcs de grand cercle paral- 
lèles aux plans tangents de la surface S en A, A', et coupant 
le grand cercle «a' sous un angle qui demeure constant, d'après 
le théorème de M. Joachimslal. Le point p, où V aie ag touche 
son enveloppe [voir page 5o), est le pied de la perpendicu- 
laire sphérique abaissée du point a sur Tare ag ; les points p 
et a sont les pôles sphériques des tangentes conjuguées rectan- 
Fig. 59. ' gulaires relatives au point A; et si 

^-^^^T^>^ ^ Ton prend sur agp Va.rcpy^ égal à 

/ ^.--^^^p"^^ l'arc pg, le point y sera le pôle 

/ /\^\f • '• \ sphérique de la tangente à la ligne 

I ^f a I asymptotique du point A, suivant 

\ * \ / / lelemmelI.Or.sironmènel'arcay, 

,/ et si l'on remarque que, les triangles 

rectangles «^g, ocpy étant égaux, les distances ag^ cay sont 
égales : on verra, le poiut g et la génératrice OG restant fixes, 
que tous les points y, pôles des tangentes aux lignes asymplo- 
tiques de la surface menées par les divers points de cette géné- 
ratrice, appartiennent à un petit cercle ayant pour pôle le 
point a, et tangent, d'après le lemme I, à la ligne gg' en g. 
Les arcs normaux à la ligne gg' vont donc concourir au point 
fixe a , et /ti ligne gg' est un petit cercle dont le pôle est en 
ce point. 

Cela posé, le triangle aag est donné, parce que trois d* ses 
éléments sont donnés ^ son côté ag = i demeure donc constant, 
ainsi que son 'angle en g, qui est le supplément de l'angle déjà 
désigné par (jp : donCy chaque ligne de première courbure A A' 
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est une trajecioire des génératrices rectîlignes de la surface,. 
et l'inclinaison (f du plan tangent en un point de cette ligne ^ 
sur le plan tangent au point correspondant de la ligne de 
striction t demeure constante» 

Il résulte d'abord, de cette dernière remarque, que la ligne 
de striction est aussi une ligne de première courbure de la 
surface. Car si Ton prend un point quelconque de la ligne de 
striction , et si Ton mène la ligne de première courbure qui 
passe par ce point , Taiigle (f sera nul en ce point ; mais l'équa- 
tion des lignes de première courbure est, d'après ce qu'on 
vient de voir, 

(a) d^ = 0; 

donc r angle (f demeure nul pour tous les points de cette ligne 
de première courbure, qui coïncide pkr suite avec là ligne de 
striction; et celle-ci, dès lors, est une trajectoire des généra- 
trices de la surface. L'équation générale des lignes de cour- 
bure [voir page i55) 

devient ensuite, par l'emploi de la formule (a), 

( A' ) w' . ^R = crw zp bt' w' ; 

d'où, pour deux lignes quelconques de première courbure, 

dK — ^R'= o , R — R'= conslatile : 

Et deux lignes quelconques de première courbure intercep- 
tent des segments égaux sur toutes les génératrices. Donc, 
en résumé, toutes les lignes de première courbure sont équi- 
distantes de la ligne de striction y suivant les termes du n** 2, 
page i56 5 et la li^ne de striction est une trajectoire des géné- 
ratrices rectilignes. La surface cherchée est donc un hyper- 
boloïde de révolution [voir page i58, n° 3). 

Remarque. Nous avons admis que dans deux surfaces 
gauches, osculatrices suivant ule génératrice déterminée oA, 
les lignes asymptotiques des deux surfaces, considérées en un 
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même point quelconque de la gcnérntnce commune, sont 
mutuellement tangentes en ce point ^ et la même relation a 
lieu, comme on sait, entre les lignes de courbure des deux 
surfaces. Cette proposition , que Ton démontre ordinairement 
en géométrie descriptive par des considérations probablement 
rigoureuses, mais assurément très-délicates, se peut établir, 
avec plus de clarté peut-être, de la manière suivante. 

Les équations générales (lo) et (i i) des lignes de courbure, 
et des lignes asymptotiques d'une surface gauche, peuvent 
s'écrire (voir pages 1 56 et 166) : 

les coefficients A, B, C, A', 6' étant de simples fonctions des 
quantités R et A et des rapports différentiels — » —5 — • Si 

CI cr Tj 

donc Ton considère, simultanément, une surface gauche quel- 
conque S; rhyperboloïde variable h déterminé par la généra- 
tri ce^xe o A de la surface S, et par deux autres génératrices 
variables de la même surface, o'A', o'^A", qui se rapprochent 
indéfiniment de la première^ enfin l'hyperboloïde H, limite 
du précédent, on reconnaîtra aisément : 1*' que le point cen^ 
tral o, relatif à la génératrice oA, est le même pour les deux 
surfaces S et H ; le coefficient /r ayant la même valeur pour 
l'une et pour l'autre : ce qui entraîne déjà la coïncidence des 
plans tangents des deux surfaces aux mêmes points de la géné- 
ratrice commune: oP que les rapports différentiels — » —1 — » 

* * * U GT CT 

ont les mêmes valeurs pour les surfaces S et H , parce que les 
infiniment petits w, cy, o)', xs\ dk^ sont communs aux deux 
surfaces S et A : d'où cette conséquence que, les coefficients A , 

B, C, A', B', des équations (Wb) et (\i)\ le rapport > re- 

ialif aux lignes asymptotiques ou aux lignes de courbure; et 
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cet autre rapport entin = cot^ (yo/r page i45, for- 

* * ml cos (f ^ jT o T 7 

mule (3)], ont les mêmes valeurs, pour les deux surfaces oscu- 
latricesji aux mêmes points de la génératrice commune : ce qui 
démontre que les lignes de courbure, et les lignes asympto- 
tiques des deux surfaces, sont mutuellement tangentes en ces 
points. 



NOTE II. 

DE QUELQUES THÉOaÈlfES COIfjrUS SUR LES SURFACES À LIGUES 
DE COURBVB.E PLÂKES OU SPHÉRIQUES. 



La méthode suivie dans cette Note repose sur la considéra- 
tion des développables circonscrites à une surface suivant ses 
lignes de courbure. Elle a été employée déjà par M. Picart, 
professeur au lycée Charlemagne, dans un Mémoire encore 
inédit présenté à l'Académie des Sciences le i5 février 18585 
et, antérieurement, par M. Joachimstal : Journal de Crelle,- 
1857 (*). Je Favais toutefois rencontrée moi-même avant les 
dates citées, et j'ayajs eu l'occasion de soumettre, à M. J. Ber- 
trand un premier travail contenant les démonstrations des 
n^' 2, 4, 6 ci-après, en même temps qu'un Mémoire sur' les 
lignes à double courbure, qui fpt présenté à l'Académie le 
19 mai i856, et dont le développement ultérieur a donné 
lieu au présent ouvrage.. Ces détails, d'ailleurs, ne peuvent 
avoir pour objet la revendication d'une priorité qui ne peut 
plus m'appartenir. Us expliquent seulement Taddition de 



( * ) J'ignore avec quels développements. Car le volume cité manque précisé- 
ment à la collection de M. Mallet-Bachelier, qui avait bien voulu la mettre à ma 
disposition pour cette recherche. Je ne dis rien des bibliothèques publiques, 
où j'aurais pu me renseigner : les exigences du travail quotidien en éloignent 
les professeurs; et les sauf-conduits, liécessaires pour y pénétrer, les tiennent 
dehors. 
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cette Note^ qui peut intéresser quelques lecteurs, au moins 
jusqu^à la publication du Mémoire de M. Picart sur ce sujet : 
Mémoire que je ne connais encore que par l'analyse qui en a 
paru dans les Comptes rendus, mais qui a valu à son auteur, 
me dit-on , toute l'approbation d'un juge émînent. 

1. Propositions préliminaires. 

m 

Lemme I. Dans deux surfaces à rayons vecteurs récipro* 
queSy les lignes de courbure des deux surfaces sont des 
lignes correspondantes (W. Thompson). 

Démonstration, a). Les normales ^ menées en des points 
correspondants de deux lignes planes réciproques, forment 
ai^ec le rayon vecteur commun qui réunit ces points un trian- 
gle isocèle; et les centres de courbure de ces deux lignes, aux 
mêmes points, sont situés sur une droite passant par P ori- 
gine des rayons vecteurs. Il suffit, pour le vérifier, de rem- 
placer les deux lignes par leurs cercles osculateurs aux points 
considérés. 

b). Les normales j menées en des points correspondants de 
deux surfaces réciproques, forment auéc le rayon vecteur qui 
■réunit ces points un triangle isocèle. 

Cela posé, soient AB l'élément d'une ligne de courbure de 
la première surface S, et A'B' l'élément correspondant de la 
seconde surface S'; considérons les deux triangles isocèles 
AA'a, BB'/3 formés par les normales en A, A', en B,B' avec 
les rayons vecteurs AA', BB' : puisque AB est une ligne de 
courbure de la surface S, les normales de celle-ci aux points 
Yip qq a et B peuvent être considérées comme 

se rencontrant en un certain point I ; me- 
nons la droite 01, intersection des plans 
des triangles AA û; , BB'j3, et faisons tour- 
ner le second autour de la droite Ol^ 
pour le rabattre en Bi B', jSi sur le plan 
du premier [le triangle rabattu Bi B', /3, 
nest pas représenté sur la figure). Nous 
pourrons concevoir une première ligne plane ABi ayant 
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pour normales en A, Bi "les droites Aa, Bi|3i, et la ligne 
réciproque de celle-ci par rapport à rorigine o» Cette ligne 
réciproque passe parles points A', B', , et admet pour normales 
en ces points, d'après la remarque a), les droites A' a, B', /3, 
qui se coupent en F. D'ailleurs les points I, I'^ intersections 
de deux normales consécutives des lignes réciproques ABi, 
A'B', , peuvent être pris pour les centres de courbure de ces 
lignes aux points A, A'^ les points 1, 1' sont donc situés, d'après 
la même remarque, sur une droite OI passant par l'origine O. 
On peut dire^ par conséquent, que là droite A'ôs et la droite 
rabattue B', (3i coupent Vaxe fie rotation OI au mêm^pointF; 
mais le point I'^ suivant lequel la droite rabattue B' jS^ ren- 
contre l'axe, est le même que le point d'intersection de la 
droite primitive B'(3 et de Taxe OI 5 donc les normales en A! et 
W de la surface S', A' a et B'|3, rencontrant la droite 01 au 
même point, se rencontrent elles-mêmes en ce point; et la 
courbe A'B'est une ligne de courbure de la surface S', comme 
la courbe correspondante AB pour la surface S. On voit, en 
outre, qtie les centres de courbure I, F des sections princi- 
pales correspondantes des deux surfaces sotit situés sur une 
droite passant par V origine des rayons vecteurs ^ ce qui donne 
lieu à diverses conséquences que nous avons énoncées ailleurs 
Observation^ Nous avons admis que les droites Aa et B, (3i 
peuvent être prises pour les normales en A et Bj 4'une certaine 
ligne AB]. Cette supposition^ en effet, exige seulement, puisque 
les droites A a et Bi|3| sont d'ailleurs infiniment voisines, que 
la projection de l'arc ABi sur la droite A a soit un infiniment 
petit du second ordre, ou que la somme algébrique des projec^ 
tions des arcs AB .et BBi sur cette direction soit du même 
ordre. Or l'arc AB étant normal à la droite AI^ sa projection 
sur cette droite est du second ordre ; et il en est de même de la 
projection arcBBi .co5(BB], AI) de l'arc BBi. Cet arc, en effet, 
et le facteur cos (BBj, AI) sont deux infiniment petits du pre^ 
mier ordre : puisque la tangente à l'arc de cercle BBi, décrit 
par le point B dans sa rotation autour de Taxe OI^ est perpen- 
diculaire au plan BOI, et fait avec le plan A 01, aussi bien 

»7 
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qu'avec toute droite AI située dans ce plan, un angle infini- 
ment peu différent d'un droit. 

Lemme II. Une surface S admettant une ligne de cour- 
hure plane A Ai, le plan de cette ligne coupe la surface sous 
un angle constant; et, réciproquement... (Joachimstal). 

Démonstration . Soient en effet aa^ le grand cercle, de pôle 
p^ qui sert d'indicatrice à la ligne de courbure plane AAi; 
ag^ a^g^ les arcs de grand cercle parallèles aux plans tangents 
de la surface en A, Ai ; «t gg^ la courbe enveloppe de ces arcs : 
menons les arcs ap^ pg. D'après la théorie des tangentes con- 
juguées, Tare ag est égal à un quadrant : la tangente recti- 
ligne de T'arc ga^ ou de la ligne ggi en g', est donc parallèle au 
rayon de la sphère qui aboutit au point a ; la ligne ggi est un 
petit cercle de même pôle p que le grand cercle oa^^ et l'arc ^g' 
est constant. Il résulte de là que les trois côtés du triangle 
sphérique pag sont donnés ; -et que l'angle pag de ce triangle 
est constant, ainsi que rinclinaison complémentaire de Tare 
ag sur la ligne aa^. 

Réciproquement, si le plan de la ligne A Ai coupé la sur- 
face S sous un angle constant, l'arc agf coupe le grand cerclerai 
'^'fî ^' sous un angle constant, et le point 

g où cet arc touche son enveloppe 
s'obtient en abaissant l'arc pg per- 
pendiculaire sur ag {^voir page 5o). 
Mais Tare ap étant égal à un qua- 
drant, et l'angle agp étant droit, 
Tare ag est aussi égal à un quadrant j et la courbe A A, est une 
ligne dje courbure de la surface. 

Lemme III. Toute surface dév^eloppable S dont une des 
lignes de courbure est plane ^ est un héliçoïde. 

Démonstration. Soient gg^ et aa^ les indicatrices sphé- 
riques de l'arête de rebroussement de la surface et de la ligne de 
courbure plane A A, : celle-ci étant une trajectoire orthogonale 
des génératrices reclilignes de la surface, les arcs ag^ ^igi sont 
égaux à des quadrants. Ils sont, d'ailleurs, tangents à la ligne 
gg^. Les tangentes rectilignes de cette ligne en g", gi^ . . . , sont 
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donc parallèles aux rayons de la sphère qui aboutissent aux 
points a,' ai, ... , du grand cercle aai ; la ligne ggi est une 
ligne plane, circulaire; et T arête de rebrous se ment de la sur- 
face considérée est une hélice^ 

Lemme IV. Toute surface dév^eloppable dont une des lignes 
de courbure est un cercle^ se réduit à un cône de révolution. 

Démonstration, En effet, la ligne de courbure donnée étant 
plane ^ les génératrices de la surface sont, d'après le lemme 
précédent, parallèles aux génératrices d'un cône de révolution. 
En outre, le plan de cette ligne coupant la surface sous un an- 
gle constant, et sa courbure absolue étant constante^ puisque 
cette ligne est un cercle, sa courbure géodési^ue est aussi con- 
stante : et la ligne considérée se transforme, par le dévelop- 
pement de la surface sur un plan, en un cercle coupé à angle 
droit par les tangentes de Tarète de rebroussement transfor- 
mée. L'arête de rebroussement primitive se réduit donc à un 
point, comme sa transformée \ et la surface se réduit à un cône 
de révolution. 

2. Des surfaces dont les lignes de première courbure sont 
planes et situées dans des plans parallèles. 

Imaginons la surface développable(D), circonscrite à la pro- 
posée (S), suivant une ligne de seconde courbure. Les géné- 
ratrices rectilignes de la surface (D) coïncidant, comme on 
sait, avec les tangentes aux lignes de première courbure, seront, 
dans le cas actuel, ou parallèles à une même droite, ou paral- 
lèles à un même plan : le plan de l'une des lignes de première 
courbure. Or, dans celte dernière hypothèse, l'arête de re- 
broussement de la surface (D) serait plane, la surface (D) elle- 
même serait un plan^ et ce plan contiendrait toutes les lignes de 
première courbure de la surface (S) qui se réfliiirait à un plan. 
Cette hypothèse donc doit être écartée; les génératrices de la 
surface (D) sont parallèles à une même droite, et cette surface 
est un cylindre dont la ligne de seconde courbure est une sec- 
tion droite. On voit donc déjà que les lignes de seconde cour- 
bure sont situées dans des plans perpendiculaires à ceux des 
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lignes de première courbure ^ les traces du plan d'une ligne de 
seconde courbure sur les plans de toutes les lignes de première 
courbure étant normales à ces lignes. Il résulte, de cette der- 
nière remarque, que sî Ton considère le cylindre (C) enveloppé 
par les plans desJigues de seconde courbure, les sections droites 
déterminées dans ce cylindre par les plans des lignes de pre- 
mière courbure sont les rfép'e/o/^^ée^ de ces dernières lignes. 
D'où, cette seconde conséquence, que les lignes de première 
courbure^ projetées en vraie grandeur sur le plan de l'une 
d'elles, donnent* naissance à des courbes ajant même déi^e- 
loppée. Enfin, si le plan (P) d'une ligne de seconde courbure 
roule, en emportant cette ligne, sur le cylindre (C) auquel il est 
tangent, sa trace,* ur le plan de Tune quelconque des lignes de 
première courbure, roulera sur la développée de cette ligne 5 le 
point correspondant de la ligne mobile décrira cette ligne de 
première courbure; et la ligne mobile, dans ses positions suc- 
cessives, viendra coïncider avec toutes les lignes de seconde 
courbure. On déduit de là, V égalité par superposition des 
lignes de seconde courbure^ et la génération, découverte par 
Monge, des surfaces considérées. 

Remarque, Si la ligne mobile est droite ^ la surface (S) se 
réduit à un hélicoïde déi^eloppable, 

3. Des surfaces dont les lignes de première courbure sont 
sphériques et distribuées sur des sphères concentriques. 

I^EMME. Une ligne de courbure AB d'une surface déi^elop-^ 

pable (D) ne peut coïncider avec la podaire, relative à une 

origine S, de l'arête de rebroussement ab de la surface, que 

Fig. 62, dans le cas oit cette ligne de courbure 

appartient à une sphère ayant pour cen- 
tre le point S. 

En e(ïet, les génératrices reclilignes in- 
finiment voisines Ka et Bfe de la sur- 
face (D) pouvant être considérées comme 
se rencontrant en un point 1, les angles SA/, SB/ sont droits, 
l'élément AB de la ligne de courbure donnée peut être regardé 
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comme appartenant à la sphère décrite jitr Si comme diamètre, 
et cet élément, par suite, est normal au rayon de la sphère, ou 
à la droite AC qui réunit le point A au milieu du diamètre S/. 
Mais Télément AB est déjà normal à la droite A a, ou Ai. Il 
est donc normal au plan SA/, ainsi qu'à la droite AS : et la 
ligne de courbure AB appartient à une sphère ayant pour 
centre le point S. 

Cela posé, imaginons la surface développahle (D) circon- 
scrite à la proposée (S) suivant une ligne de seconde cour- 
bure AB. Les génératrices rectilignes de la surface (D) coïnci- 
dent avec les tangentes des lignes de première courbure, et ces 
tangentes sont perpendiculaires aux rayons SA, SB,..., qui 
joignent leurs points de contact sur les lignes de première 
courbure au centre commun S des sphères contenant ces 
lignes. Le lemme précédent est donc applicable; et la surface 
(D) ne peut être une développable proprement dite, à moins 
que la ligne de seconde courbure AB de la surface (S) n'ap- 
partienne à une sphère ayant pour centre le point S; auquel 
cas la surface (S) elle-même se réduirait à cette sphère. Ecar- 
tant donc ce cas particulier, nous voyons que la dés^eloppnble 
(D) 5e réduit à un cylindre., dont la ligne de seconde cour- 
bure AB est une section droite : le plan de cette section étant, 
dès lors, normal à toutes les lignes de première courbure et 
passant parle centre commun S des sphères qui les contiennent. 
Ainsi déjà, les lignes de seconde courbure sont planes; leurs 
plans concourent en S; et les traces de fun de ces pjans^ sur 
les sphères contenant les lignes de première courbure ., repré^ 
sentent les. arcs de grand cercle normaux à ces lignes, ou 
tangents à leurs déi^eloppées sphériques. Il résulte de celte 
dernière remarque que si l'on considère le cône (C), de wsom- 
met S, enveloppé par les plans des lignes de seconde courbure, 
les traces de ce cône, sur les sphères relatives aux lignes de pre- 
mière courbure, seront les développées'sphériques de ces lignes. 
D'où cette autre conséquence que les lignes dé première cour- ^ 
hure projetées y centralement, sur la sphère qui contient Tune 
d'elles, donnent naissance à des courbes ayant même déyelop- 
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pée sphériqiie. Enfin, si le plan (P) d'une ligne de seconde 
courbure tourne autour du point fixe S, en emportant cette 
ligne et en roulant sur le cône (G) auquel il est tangent : sa 
trace, sur la sphère contenant Tune quelconque des lignes de 
première courbure, roulera sur la développée sphérique de 
celle ligne qui sera décrite tout entière par le point correspon- 
dant de la ligne mobile; et celle-ci, dans ses positions succes- 
sives, viendra coïncider avec toutes les lignes de seconde cour- 
bure. On déduit de là, V égalité par superposition des lignes de 
seconde courbure, et la génération de ces nouvelles surfaces. 

Si le cône directeur (C) est de rés^olution, les lignes sphé- 
riques de première courbure sont des hélices^ appartenant à 
des cylindres parallèles. 

Remarque /. M. Picart a étudié, le premier, ces nouvelles 
surfaces, et énoncé ce théorème : Si toutes les lignes de cour- 
hure d'un système sont situées sur des sphères concentriques, 
les lignes de courbure de l'autre système sont dans des plans 
passant par le centre commun des sphères et coupant la sur- 
face orthogonalemen t. (Comptes rendus, i858, tomeXLVI, 
page 357.) 

Remarque II. Ou peut modifier le commencement de la so- 
Tution précédente, de manière à éviter l'emploi du lemme au- 
quel nous avons eu recours. 

Considérons, en eSety la surface développable (ty), qui est 
engendrée par les normales menées à la surface (S), tout le 
long d'une ligne de seconde courbure AB. Le plan tangent de 
la surface (D') en' A, ou le plan osculateur de son arèle de 
rebroussement, est évidemment /lo/Y/ia/ à la ligne de première 
courbure AAi, et par suite ce plan passe constamment par le 
centre S de la sphère qui contient cette ligne. Tous les plans 
osculateurs de Tarête de rebroussement relative à la surface 
(D') passent donc par un point fixe S : et cette surface se réduî^ 
soit à un plan Unique,' soit à un cône ayant pour sommet le 
point S. Dans cette dernière hypothèse, la ligne AB appartien- 
drait à une sphère concentrique au cône, et la surface (S) elle- 
mômc se réduirait à une sphère. Laissant donc de rôté ce cas 
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parliculier, on voit : que la surface (D') se réduit à un plan, le 
plan de la ligne de seconde courbure AB qui est, en même 
temps, une ligne géodésique de la surface ^ et que tous les plans 
des lignes de seconde courbure passent par le point S. 

4. Des sut faces dans lesquelles les lignas de première 
courbure sont planes et situées dans des plans qui passent par 
une même droite. 

Considérons encore la surface développable (D) circonscrite 
à la proposée suivant une ligne de seconde courbure. Les géné- 
ratrices de (D), qui sont tangentes aux lignes de première 
courbure, rencontrent toutes la droite Oz, commune inter- 
section des plans de ces lignes, soit en un même point, soit en 
des points différents de cette droite. Mais on reconnaît aisé- 
ment que cette dernière hypothèse doit être rejelée; la surface 
(D) se réduit à un cône dont le sommet S est situé sur la droite 
Oz, et Ton en conclut que les lignes de seconde courbure de 
la surface sont des lignes sphériques ^ les centres S des sphères 
qui les contiennent étant distribués sur la' droite Oz, inter- 
section des plans des lignes de première courbure. 

5. Des surjaces dont toutes les lignes de courbure sont 
planes^ et dont les lignes de première courbure sont, en outre ^ 
circulaires. 

La développable (D), circonscrite à la surface proposée 
suivant une ligne de première courbure ABC , est un héliçoïde, 
puisque celte ligne est plane; un cône de révolution [voir le 
lemme IV), puisque cette ligne est un cercle : et le sommet S 
de ce cône est un point commun aux plans des lignes de se- 
conde courbure. Ces plans ont donc une infinité de points 
communs S, Si, . . ., nécessairement situés en ligne droite. 
Les plans des lignes Ae seconde courbure passent donc par 
une même droite zz, qui contient les sommets S des cônes de 
résolution circonscrits à la proposée suivant les lignes de pre- 
mière courbure. . . 

D'un autre côté, les développables , normales à la surface 
suivant les mêmes lignes ABC , sont aussi des cônes de révo- 
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lutioa; 1(3S sommets O de ces cônes sont les centres de sphères 
inscrites à ]a surface suivant les mêmes lignes ; et les droites SO 
sont normales aux plans des lignes ABC de première cour- 
bure. Mais, d'après le théorème général de M. O. Bonnet (voir 
page 177), les plans des lignes de première courbure ABC 
sont ici parallèles à une même droite z'z'; et cette droite jJtJ 
est perpendiculaire, à la droite />z. La droite -2 '-z' est donc 
perpendiculaire à la droite zz et aux droites SO, et par suite 
les droites SO sont dans un plan fixe qui contient les centres O 
des sphères inscrites à la surface suii^ant les lignes de cour- 
bure circulaires^ Ceci posé, les rayons OA des sphères in- 
Kig. 63. scrites, relatifs aux différents points 

de la ligne de seconde courbure 
AAi, sont également inclinés, d'a- 
près le théorème de M. Joachimstal, 
sur le plan AAi zz de cette ligne. 
Les rayons OA de ces sphères sont 
donc proportionnels aux distances 
de leurs centres au plan AAiZz de 
Tune quelconque des ligues de se- 
conde courbure, ou proportionnels 
encore aux distances des centres à la droite zz, puisque le 
plan fixe des centres et le plan fixe de l'une des lignes de se- 
conde courbure se coupent suivant la droite zz. La surface 
considérée est donc Venv^eloppe d^une sphère variable dont 
le centre parcourt une ligne plane quelconque OOi, et dont 
le rayon est proportionnel à la distance du centre à une 
droite fixe zz située dans le plan de la ligne des centres, 

6. Des surfaces dont toutes les lignes de courbure sont 
circulaires* 

L*emploi des considérations contenues dans le numéro pré- 
cédent nous montre d'abord que les plans des lignes de chaque 
courbure, dans la surface considérée, se coupent suivant une 
même droite : ce qui nous donne deux droites directrices, zz 
et z' z'. 

Cela posé, si les cercles de l'une des courbures, de la pre- 
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mière par exemple , ont deux points réels communs oo, tù\ 
suivant ]a ligne zz^ la surface S\ réciproque de la surface 
considérée ) par rapport à V origine tù et suivant une puissance 
mesurée par le carré de la droite coco', sera un cône ayant pour 
sommet le point co'; et ce cône, qui a des cercles pour lignes 
de seconde courbure, est de révolution. La surface^ considérée 
dans ce cas, est donc la surface réciproque d'un cône de réso- 
lution. 

Si 5 en second lieu , les cercles de première courbure étaient 
supposés avoir un seul point réel commun co, on reconnaîtrait 
aisément que la surface réciproque S' serait une surface gauche 
dont les lignes de première courbure seraient, précisément, les 
génératrices rectilignes de la surface; résultat absurde, qui 
exclut cette seconde hypothèse. 

Supposons enfin que les cercles de première courbure n aient 
aucun point réel commun y et considérons [voirla/ig, 63) la 
surface développable OABC formée par les normales menées 
à la proposée par les différents points d^une ligne de première 
courbure ABC. Cette développable étant un cône de révolu- 
tion ayant son sommet en O, on a le^ égalités 

OA = OB = OC 

Si donc, recourant à une méthode employée d*abord par M. O. 
Bonnet , on contracte la surface S, suivant toutes ses normales, 
d'une quantité égale à OA , la surface S', résultant de cette 
contraction, aura encore des cercles pour ses ligues de cour- 
bure; mais tous ses cercles de seconde courbure A' A',, B'B'^, 
ce, ,. . ., auront un premier point réel commun en O. Ces 
cercles auront donc, d'après ce qui précède, un second point 
réel commun; et la surface S' est la réciproque d'un cône de 
révolution* Nous avons donc ce résultat : Les surfaces dont 
toutes les lignes de courbure sont circulaires se séparent en 
deux classes : la première contient les surfaces réciproques 
d^un cône de révolution y et les surfaces de la seconde dé- 
river^ de celles de la première par une dilatation constante 
4iffectuée suis^anclenrs normales. 
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Ces surfaces ont été étudiées déjà par MM. Ch. Dupin et 
Liouville {Correspondance de r École Pofy technique, lome I^**, 
page 22; Journal de Mathématiques y 18479 page 282.) 

7. Des surfaces dont toutes les lignes de courbure sont 
planes. 

Dans ces surfaces, les plans des lignes de chaque courbure 
enveloppent un cylindre; et les deux cylindres résultants ont 
leurs génératrices perpendiculaires entre elles, 

La démonstration de cette proposition, qu'on lit à la p. 177, 
avait été communiquée à la Société Philoraalhique dans la 
séance du 7 novembre 1857 [Bulletin^ '857, page i34)' 

Remarque, La plupart des résultats précédents sont dus à 
MM. O. Bonnet, J.-A. Serret et Joachîmstal. 
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Une figure plane donnée se mouvant d'une manière conti- 
nue dans son plan, on peut se proposer de construire, à une 
époque' quelconque du mouvement, le centre de courbure de la 
ligne décrite par l'un des points, ou enveloppée par l'une des 
droites de la figure mobile. Les principes de la théorie des 
centres instantanés de rotation, fournissant à chaque instant la 
normale de la ligne considérée, suffiraient, à la rigueur, pour 
conduire à la construction dans chaque cas particulier; mais 
sous la condition de résoudre chaque fois un problème nou- 
veau. Certaines formules, bien connues, présentent dans beau- 
coup de cas un inconvénient semblable, aggravé encK)re par la 
nécessité d'une minutieuse discussion des signes. Aussi peut- 
on regarder le Mémoire publié il y a quelques années, par 
M. Bresse, dans le Journal de V École Polytechnique^ cgmme 
renfermant la première solution vraiment générale de la ques- 
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tion. La méthode de l'auteur, d'ailleurs fort élégante, reposant 
sur des considérations assez délicates de cinématique, il ne sera 
peut-être pas inutile de là réduire à des termes purement géo- 
métriques : et c^est à quoi Ton peut parvenir aisément. 

i, La question, décomposée en ses éléments et présentée 
sous forme synthétique, se réduit à ces trois points princi- 
paux : 

Établir Vexistence de la circonférence^ lieu géométrique 
des points sans accélération centripète, et que nous nomme- 
rons circonférence des inflexions; 

Définir VMsage de cette circonférence dans la construction 
du centre de courbure de la ligne dècnte^ ou em^eloppée^ par 
un point ^ ou par une droite de la figure mobile; 

Et réunir en fin y dans chaque cas particulier, les trois élé- 
ments nécessaires pour la détermination complète He cette 
circonférence. 

2. Théorème. Considérant^ dans la position quelle oc^ 
cupe actuellement une figure donnée y qui se meut dans son 
plan suii^ant une loi quelconque : 

1°. Les centres de courbure des lignes em^eloppées par les 
dii^erses droites de la figure mobile^ aux points où ces droites 
les touchent actuellement, se troussent distribués sur une nœme 
circonférence^ que nous nommerons circonférence des centres, 
passant par le centre instantané actuel de rotation^ tangente 
à la courbe décrite par ce point, et d'un rayon mesuré par le 

rapport différentiel — p qui sera défini plus loin; 

2P, Les points de la figure mobile dont les trajectoires ont 
actuellement un rayon de courbure in fi ni j appartiennent à 
une seconde circonférence symétrique de la première, par 
rapport au centre instantané actuel de rotation, et que nous 
appellerons circonférence des inflexions. 

Démonstration. 1). Considérons d'abord deux positions infi- 
nim^t voisines d'une même droite de la figure mobile, et 
abaissons des centres instantanés de rotation correspondants, 
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c et c', des perpendiculaires sur ces droites. Ce» perpendicu- 
laires se rencontreront en un point y, infiniment voisin du 
centre de courbure de la ligne enveloppée par la droite mo- 
bile, et formeront en ce point un angle égal à Vangle même de 
ces droites, ou à Fangle dtù dont la figure mobile tout entière 
a tourné autour du centre c, pour passer de la première posi- 
tion à la seconde. Tous les j)oiuls analogues au point y, et rela- 
tifs aux diverses droites de la figure mobile, sont donc distri- 
bués sur un segment capable de l'angle r/ot), construit sur la 

base ce' et dont le rayon est égal à — r-* 

2). Construisant, en second lieu, sur la même base ce' un 
second segment ente' capable du même angle dtù et symétrique 
du premier par rapport à ce' : considérons l'un des points m de 
la figure mobile, situé sur ce segment^ et menons la droite cm. 

La figure mobile venant à tourner, autour du point c, de 
Tangle rfw (mesuré par la moitié de l'arc ce' du cercle cmc')^ 
le point m vient en m', en décrivant un arc mm' du premier 
ordre 5 et les droites cm, cm interceptent sur le cercle cme' un 
arc W|ut, dont la moitié sert aussi de mesure à l'angle dtù et qui 
est par suite égal à Tare ce'. Il résulte de cette égalité que la 
corde c'^ est parallèle à cm; et, par suite, en menant c'/n', que 
l'angle yic'-m' est égal à Fangle des normales en m et m' de la 
Pig ^ trajectoire du point m. Or, on a dans le 

triangle c'^m^ 




\m' 



OU, simplement, 



sine' 




^m\ 


sin^ 




c'm" 


it. 






c' 




c'm' 


dfù 


— 






Et l'on voit, f/m' étant une quantité in- 
finiment petite, eic' m' étant finie, que c', 
ou son égal l'ungle de me et de m' c'y est un 
infiniment petit du second ordre. 

Héciproqiwmenty si le point m est tel, que Tanglej^es deux 
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i)6rinalesinfinimenl voisines de sa trajectoire, me etm'cf^ soit un 
iiiiîniineut petit du second ordre^ on verra en menant c^fi^ pa- 
rallèle à cm et rencontrant cm' en fx, que le rapport^—; et la 

droite pi m' sont deux infiniment petits, et comme le point p 
appa.rtient au segment capable de Tangle d(ù construit sur cc\ 
on en conclura que les points m et /n' sont infiniment voisins 
de quelque point de ce segment. 

Les points de la figure mobile situés sur le segment cmc 
présentent donc, à Texclusion de tous les autres points de cette 
figure, cette particularité que Tangle de la normale actuelle à 
la trajectoire de Tun de ces points et de la normale infiniment 
voisine est un infiniment petit du second ordre, tandis que 
Tare élémentaire correspondant de la trajectoire demeure du 
premier. 

Dès lors, si Ton conçoit que le point c' se rapproche indéfi- 
niment du point c, et si l'on passe à la limite ^ on verra, en dési- 
gnant par ds l'arc élémentaire de la ligne des centres instanta- 
nés de rotation : 



ce 



1°. Que le cercle variable cyc\ de rayon —jr-^ passant con- 
stamment par les points e et c\ et contenant les points de ren- 
contre des normales infiniment voisines des lignes enveloppées 
par les diverses droites de la figure mobile, a pour limite une 

circonférence déterminée, de rayon fini et mesuré par ^-7-9 

tangente au point c à la ligne des centres instantanés de rota- 
lion et contenant les centres de courbure des lignes enveloppées 
par les diverses droites de la figure mobile aux points où ces 
droites les touchent actuelVement : c'est la circonférence des 
centres de l'énoncé ; 

a**. Que le cercle variable cmc^^ toujours égal au précé- 
dent cyc', et synfëtrique de celui-ci par rapport à la droite ce/, 
a pour limite une seconde circonférence, symétrique delà 
circonférence des centres par rapport au centre instantané de 
rotation c, contenant tous les points de la figure mobile dont 
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les trajectoires ont actuellement un rayon de courbure infini , 
et à laquelle nous avons donné le nom de circonférence des 
inflexions. 

Corollaires, i'). Si une droite de la figure mobile tourne 
autour d'un point fixe, ce point et son symétrique par rapport 
au centre c appartiendront, respectivement, à la circonférence 
des centres et à la circonférence des inflexions. 

2'). Si un point de la Cgure mobile décrit une droite, ce 
point et son symétrique par rapport au centre c appartien- 
dront, respectivement, à la circonférence des inflexions et à la 
circonférence des centres. 



3. Problème. Connaissant le centre instantané actuel fie 
rotation c et le rayon de courbure correspondant MO de la 
trajectoire d'un point M de la figure mobile, construire la 
corde cm que ce rayon détermine dans la circonférence des 
inflexions^ ou réciproquement, connaissant une corde cm de 
la circonférence des inflexions, construire le rayon de cour- 
bure MO de la trajectoire d'un point M de la figure mobile 
situé d'une manière quelconque sur cette corde. 

Solution. Soient c, c' deux positions infiniment voisines 

du centre instantané de rotation, 
et MM', mm' les arcs semblables, 
infiniment petits, décrits par les 
points M, m autour du centre c-, si 
l'on mène les droites M'c', m^c\ la 
première ira couper Me en un point 
infiniment voisin du centre de cour- 
bure O^de la trajectoire du point 
M, et la seconde pourra être con- 
sidérée, d'après la propriété ca- 
ractéristique des pbints m de la cir- 
conférence des inflexions, comme 
parallèle à me ou cO. Le trian- 
gle M'cO et la parallèle m'c' à la base de ce triangle donnent 
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alors 

M 0_ M'c' 

d'où , en passant à la limite, 

MO Me 



9 



Me M /w 
(i) Mw.MO=Mc : 



3 



et cette relation permettra de construire celui des deux points, 
m ou O, qui sera inconnu. Il n'y aura jamais d'ailleurs au- 
cune incertitude dans la construction , car les deux segments 






Mm^ MO sont toujours de même sens; comme on le voit aisé- 
ment sur la. figure en faisant successivement passer le point M 
entre les points m et c, ou au delà de c par rapport à m, 

Obsen^ation, Cette circonstance remarquable, que les seg- 
ments M fn, MO sont toujours de même sens, dispense des dis- 
cussions minutieuses que nécessitent les formules ordinaires 
relatives aux problèmes dont nous noujs occupons, et caracté- 
rise de la manière la plus heureuse la méthode de M. Bresse. 

Corollaire. Si un point M de la figure mobile décrit une 
circonférence de centre O, la construction de la formule (i), 
résolue par rapport à Mwî, fera connaître un point m de la 
circonférence des inflexions et le point symétrique de la cir- 
conférence des centres. 

4. applications, 1°. ^ l'ellipse décrite par le sommet 
libre M d'un triangle donné m, mjM , dont les sommets m^ m^ 
glissent sur deux axes donnés ox, oj. Construisant le centre 
instantané de rotation c, on connaît trois points c, mj, w, de 
la circonférence des inflexions, qui est dès lors déterminée. 

2°. A la conchoïde décrite par V extrémité M d^une 
droite Mm de longueur donnée, dont le point m glisse sur 
une droite donnée, et gui passe par un point donné y. Con- 
struisant le centre instantané de rotation c, on connaîtra trois 
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points de la circonférence des inflexions : le point w, le point c 
et le point symétrique du point y par rapport au point c. 

3°. u4 la cycloïde. Le centre m du cercle générateur décri- 
vant une droite parallèle à celle qui est décrite par le centre 
instantané de rotation c, la ligne des inflexions sera la circon- 
férence décrite sur cm comme diamètre. 

4**. -^ la courbe de TVattn Elle peut être engendrée par 
un point d'une droite mobile, dont deux autres points glissent 
sur deuib cercles donnés^ on devra donc, pour déterminer 
complètement la circonférence des inflexions, appliquer deux 
fois le corollaire du problème résolu dans le n^ 3. 

Ces problèmes et plusieurs autres se trouvent résolus dans 
le Mémoire de M. Bresse, ainsi que dans un intéressant travail 
de M. Mannheim sur le même sujet [Journal de V École Poly^ 
technique^ 3 7® cahier). 

Observation, La première partie du théorème compris dans 
le nP 2 constitue une propriété importante du mouvement 
d'une figure plane, qui a été remarquée d'abord par Bobillier 
(Géométrie y page 270). 



NOTE IV. 

SUR LES LIGJVES GÉQDÉSIQUÉS. 



\ . Théorème. Toute surface su/^ latjuelle on peut tracer 
deux séries de lignes géodésiçues telles, cjue chaque ligne de 
Vune des séries soit coupée sôus un même angle i pai' toutes 
les lignes de Vautre série ^ est une surface déi^eloppable. 

Démonstration. Construisons Pindicatrice sphérique abc 
d'une ligne géodésique déterminée ABC de la première série ; 
et les indicatrices <x<x\ /3j3', 77',.*., des lignes géodésiques 
AA', BB', ce,. ..5 de la seconde série, lesquelles rencontrent la 
ligne ABC aux points A, B, C, sous Tangle constant i. Imagi* 
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lions, en outre, dans la surface considérée, une série de lignes 
à tangentes parallèles ; par exemple, une série de lignes de 
nii^eau : et soit gg^, . . la ligne sphérique formée par les extrémi- 
tés des rayons de la sphère parallèles aux tangentes de ces 
lignes aux points À, B, C,..., où elles sont rencontrées par la 
ligne ABC. 

Les arcs d€ grand cercle aga^ &g^j3,.*., étant parallèles aux 
plans tangents menés à la surface par les points A, B,..., sont 
normaux à la ligne a6c, ainsi qu'aux indicatrices aà', (3(3',.^., 
des lignes géodésiques A A', BB',.-» Ces arcs «a, ft|3, cy sont 
d'ailleurs égaux entre eux, comme mesurant l'inclinaison 
commune i des lignes géodésiques AA', BB', CC de la seconde 
série sur la ligne particulière ABC de la première série 5 ils 

sont donc normaux à la ligne aj3y 
formée parleurs extrémités, comme 
à ceHe abc formée par leurs ori- 
gines. Il résulte de là que la ligne 
a/3y est déterminée par la donnée de 
l'angle / et de la ligne aie; ou, in- 
versement, que la ligne âhcestelle^ 
même complètement déterminée 
par la donnée de V angle i et de la 
ligne a|3y. Or cette dernière est effectivement donnée, puis- 
qu'elle n'est autre chose que la commune enveloppe des indi- 
catrices aoL\ j3|3', yy\,.,^ relatives aux lignes géodésiques de la 
seconde série ^ Fangle z est aussi donné 3 et la ligne abc est dé* 
terminée : Toutes les lignes géodésiques de la première série 
ont donc même indicatrice sphérique abc 5 il en est de même 
des lignes de la seconjje série; et les indicatrices abc, ajSy, 
relatives aux lignes des deux séries, ont même développée 
sphérique. 

Cette circonstance se présente, en effet, dans une surface 
développable où les deux séries de lignes géodésiques donnent 
naissance, par le développement de la surface sur un plan, à 
deux séries de droites parallèles, de telle manière que les tan- 
gentes des lignes de chaque série se trouvent parallèles, après et 
aussi, par suite, avant le développement : et nous allons faire 

18 





^74 KOTE iV. 

voir que ee parallélisme ne peut avoir lieu que daas une telle 
surface. . 

Coosidéranl, en efl'et, sur des courbes de niveau successives, 
les points A , Ai, . • • 9 tels, que les tangentes de ces courbe^ en ces 
points soient parallèles entre elles; et soit g^ le point de la 
ligne sphérique gg^^ servant d'indicatrice à ces courbes de ni- 
veau, qui est l'extrémité du rayon delà sphère parallèle à ces 
tangentes. Soient ABC, Ai Bi Ci , . . . , les lignes géodésiques de la 
première série passantpar les points A, Ai,.*'^^ta&c, ai6it'i,.., 
leurs indicatrices sphëriques, confondues en une même courbe 
ï/jg e- aibiCi.,,abe : Menons les arcs de 

grand-cercle ga, ga^^ gf^i?-** Les 
plans de ces arcs étant parallèles 
aux plans tangents de la surface en 
A, Al, Afo^ccs arcs sont normaux 
ena,ai,âr2,..., a la ligne abc. Uarc 
normal à.la ligne abc, pour un nom- 
bre infini de ses points, passe donc toujours par le point g \ et 
la ligne abc est un petit cercle de pôle g -, un petit cercle de 
fiôle g'.,. : ce qui entraine la coïncidence des points g, g:',..-, 
ou la réduction de la ligne gg' à un point unique g-^ auquel 
cas les courbes de nweau sont des droites parallèles^ et la 
surface se réduit à un cylindre* 

Cette conclusion suppose toutefois que les points a, ai , a^, . . . 
sont distincts : supposons donc maintenant que ces points se 
confondent en un seul a, ou que les tangentes en A^Ai« A«v 
aux lignes géodésiques AB, Ai Bi , At B^, . . . , soient parallèles ; et 
traçons la ligne de contact AAiAt,..., du cylindre circonscrit à 
la surface, et parallèle à la droite AG. Le$ plans tangents à la 
surface, menés par les différents points de cette ligne, seront 
parallèles entre eux, et, par suite, se confondront en un seul : 
cette ligne AAi Aj se réduira nécessairement à une ligne droite, 
le long de laquelle la surface aura même plan tangent; et 
toutes les droites analogues seront les génératrices d'une sur- 
face déi^eloppable à laquelle se réduit la surface proposée , 

Enfin, l'on peut supposer encore que les lignes géodésiques 
ABC de la première série contiennent les points homologues 
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des lignes de niveau successives, pour lesquels les tangentes 
de CCS lignes sont parallèles. Chacune des lignes ABC est alors 
la courbe de contact d'un cylindre, circonscrit à la surface, ^^t 
parallèle au rayon de la sphère qui aboutit à lun des points g 
de la ligne gg^. Les arcs ga^ gb^ gc sont donc normaux à la 
ligne abc qui est un petit cercle de pôle g\ un petit cercle de 
pôle g\.. : d'où cette conclusion, déjà obtenue dans une autre 
hypothèse, que la ligne gg^ se réduit à un point unique g^ les 
lignes de niveau se réduisant à des droites parallèles , et la 
surface elle-même se réduisant à un cylindre. 

Remarque. Le problème, dont la solution est contenue dans 
le théorème précédent, nous a été indiqué par M. Liouville, 
qui avait prévu, beaucoup mieux que nous ne l'aurions su 
faire nous-même, que notre méthode s*y prêterait aisément. 

2. L'équation générale des lignes géodésiques d'une surface 
gauche 

(i) rfi = dbwsiny, 

établie à la page i5i, peut s'appliquer à une surface quel- 
conque : il suffit, en effet, de concevoir que i représente dans 
cette équation Finclinaison de la ligne géodésique considérée, 
eu VvLiï quelconque de ses points, sur la ligne de niv^eau qui 
passe par le même point; ^ désignant le complément de l'in- 
clinaison du plan tangent à la surface sur le plan de la ligne 
de niveau; et o) Tangle infiniment petit formé par les tan- 
gentes de deux lignes de niveau consécutives, aux points où 
ces lignes sont rencontrées par la ligne géodésique considérée. 
La démonstration est d'ailleurs très-simple, et se déduit de 
l'emploi du triangle glig\ rectangle en h. dans lequel le côlé 
gh représente la différentielle di. 

Si l'on pose i = constante^ ou r// == o, l'équation (i) se réduit 
à celle-ci : 

(2) &).sin(}> = o. 

Or, on satisfait à celle dernière équation : soit en posant 
sinq? = o; cl, dans ce ras, le plan langent à la surface, en 
chaque point de la li^no géodésique considérée, csl perpendi- 
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